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  3#תרגיל / אלגוריתמים 

  אריאל סטולרמן

  02קבוצה 

  

)1(  

ܩיהי  ൌ ሼܸ, ܹותת קבוצה , גרף לא מכוון ሽܧ ك ,ݏושני צמתים , ܸ ݐ א  t-ל s-להלן אלגוריתם למציאת מסלול מ. ܸ

  :W-מ העובר במספר מינימלי של צמתים

,ݑሺי הפיכת כל "נהפוך את הגרף למכוון ע • ሻݒ א ,ݑሺלא מכוונת לשתי קשתות  ܧ ,ሻݒ ሺݒ, נקרא לגרף  .מכוונות ሻݑ

|ᇱܧ|( 'Gזה  ൌ ,|ܧ|2 ܸᇱ ൌ ܸ.( 

:ݓניצור פונקצית משקל  • Ԣܧ ՜ ሼ0,1ሽ לכל : באופן הבאሺݑ, ሻݒ א ݒאם  Ԣܧ א ,ݑሺݓאז  ܹ ሻݒ ൌ אחרת  1

,ݑሺݓ ሻݒ ൌ 0. 

יהיה המסלול אותו אנו מחפשים  t-ב שנמצא ל"והמק, s-בים מ"מק Dijkstraבאמצעות אלגוריתם  'G-בנמצא  •

 ).t-מ ߨי מצביעי "ניתן להוציאו ע(

  :נכונות

למשקל  1כיוון שרק הן תורמות , W-מושפע אך ורק מקשתות המובילות לצמתים ב t-ל s-משקל כל המסלולים שנמצא מ

, W-כניסות לצמתים בעם המספר המינימלי של ) או אחד מהם(ב בהכרח תמצא לנו את המסלול "מציאת מק, לכן. המסלול

  .W-ולכן מסלול העובר במספר מינימלי של צמתים ב

בפרט אין מעגלים ( בים"למציאת המק Dijkstraניתן להשתמש באלגוריתם , כיוון שכל המשקלות שהגדרנו אי שליליים

  .)שליליים

  :סיבוכיות

|ܸ|ሺܱהוא  wושלב הגדרת  'Gשלב יצירת  ൅  Dijkstraי אז שלב הפעלת אלגוריתם 'י ערימת פיבונצ"ואם נממש ע, ሻ|ܧ|

|ܸ|ሺܱהוא  · ሺ|ܸ|ሻ݃݋݈ ൅ |ܸ|ሺܱ: כ"סה. ሻ|ܧ| · ሺ|ܸ|ሻ݃݋݈ ൅   .ሻ|ܧ|

  

)2(  

ܩיהי  ൌ ሼܸ, :ݓעם פונקצית משקל גרף מכוון  ሽܧ ܧ ՜ Թ , ݏוקודקוד א בים לפי הגדרת "להלן אלגוריתם למציאת מק. ܸ

  :אורך מסלול החדשה

  :Relax- שינוי בפוקנצית העם  Dijkstraנשתמש באלגוריתם . שליליים משקלותאין צורך בהנחה שאין 

,ݑሺݔ݈ܴܽ݁ ,ݒ  ሻݓ

݂݅ ݀ሺݒሻ ൐ ,ݑሺݓሼ ݔܽ݉ ,ሻݒ ݀ሺݑሻሽ 

  ݀ሺݒሻ ՚ ,ݑሺݓሼ ݔܽ݉ ,ሻݒ ݀ሺݑሻሽ 

  ሻݒሺߨ ՚  ݑ
  :נכונות

,ݑሺכך שלכל  Relax-שינינו את פונקצית ה מתקיים אם : בהתאם להגדרה החדשה ߨ-ומצביע ה ሺ·ሻ݀-מעדכנת את ערך ה ሻݒ

ולכן נעדכן את , נמוך ממשקל הקשת הכבדה ביותר במסלול הנוכחי u-אזי משקל הקשת הכבדה ביותר במסלול מ, התנאי

,ݑሺݓ- ו ሻݑሺ݀משקל זה כמובן יהיה המקסימום מבין . u-מ, אותו משקל להיות המשקל הכבד ביותר במסלול החדש , ሻݒ
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,ݑሺݓ-ו, u-ל s-ל הקשת הכבדה ביותר מהוא משק ሻݑሺ݀-כיוון ש ולכן המקסימום מביניהם , v-ל u-הוא משקל הקשת מ ሻݒ

  :הקשתות במסלול' באופן פורמלי נוכיח באינדוקציה על מס .v-ל s-המשקל הכבד ביותר במסלול מתן בהכרח את יי

ሻݏሺ݀שכן , ברור sעבור  ൌ ,ݏሺߜ ሻݏ ൌ   .לעצמו אז מתקיים תנאי ריק sכיוון שאין קשתות בין  0

  :kנראה נכונות עבור , k­1נניח נכונות עבור 

ݒיהי  א ,ݑሺצומת וקשת  ܸ ሻݒ א ,ݑሺעל הקשת  Relaxנבצע . k­1הוא  u-ל s-ב מ"כך שאורך המק ܧ אם תנאי : ሻݒ

אך שאינו כבד ממשקל הקשת הכבדה , אליו s-מחזיק במשקל הכבד ביותר של מסלול מ ሻݒሺ݀אזי , ההתחלה לא מתקיים

בו המשקל  v-ל s-מ uאזי מצאנו מסלול העובר דרך , אם התנאי כן מתקיים. uאליו במסלול העובר דרך  s-ביותר מ

מחזיק  ሻݑሺ݀, לפי הנחה. v-המקסימלי של קשת במסלול קטן מהמשקל המקסימלי של קשת במסלול הנוכחי השמור ב

,ሻݑmax ሼ݀ሺמספיק לבדוק את  vולכן בעדכון , u-ל s-במסלול מ במשקל המקסימלי של קשת ,ݑሺݓ כדי לקבל את  ሻሽݒ

  .מתעדכן בהתאם ሻݒሺߨגם , כמובן. uהעובר דרך  v-ל s- המשקל המקסימלי של קשת במסלול מ

וון שאנו כי, בעל משקלות שלילייםלעבוד גם על גרף אנו יכולים , כיוון שאנו לא צוברים משקל כמו באלגוריתם המקורי

הוא המשקל  ݔאם  אז ,ואם בכל זאת יש בעיה( וזה תמיד יהיה מספר קבוע, מחפשים משקל של קשת כלשהי לכל צומת

 ሺ·ሻ݀ובסוף לעדכן את כל ערכי , שליליים-כדי לקבל משקלות אי |ݔ|-ניתן להעלות את כל המשקלים ב, הנמוך ביותר בגרף

  .ב לפי ההגדרה החדשה"מצאנו לכל צומת את המקכאשר תם האלגוריתם בהכרח לכן  .)|ݔ|י החסרת "חזרה ע

  :סיבוכיות

|ܸ|ሺܱ: י'י ערימת פיבונצ"במימוש ע · ሺ|ܸ|ሻ݃݋݈ ൅   ).כמו האלגוריתם המקורי( ሻ|ܧ|

  

)3(  

ܩיהי  ൌ ሼܸ, :ݓגרף מכוון עם פונקצית משקל חיובית  ሽܧ ܧ ՜ Թା , ݏקודקוד א :݂ פונקציהו, ܸ ܸ ՜ Թା . להלן

ݒ׊אלגוריתם לינארי הבודק האם  א ܸ: ݂ሺݒሻ ൌ ,ݏሺߜ   :ሻݒ

של כל קודקוד  fניתן להניח זאת שכן כל ערך . s-נגיש מ G-נניח כי כל קודקוד בכמו כן . G-נניח כי אין מעגלים שליליים ב

ݒאך אם קיים , ∞ולכן אינו , Թା-הוא מספר סופי ב א ሻݒሺ݀אז , s-שאינו נגיש מ ܸ ൌ גם לאחר ביצוע אלגוריתם  ∞

ݒואז גילינו , בים כלשהו"מציאת מק א ,ݏሺߜעבורו  ܸ ሻݒ ൌ ∞ ് ݂ሺݒሻ , וישר נחזירF.  

ሻݏሺ݂נבדוק תחילה האם  • ൌ  .Fנסיים ונחזיר , אם לא. 0

ᇱܧניצור קבוצת קשתות חדשה מאותחלת להיות ריקה  • ൌ ሼሽ. 

,ݑሺנעבור על כל הקשתות  • ሻݒ א ሻݒሺ݂אם : ܧ ൐ ݂ሺݑሻ ൅ ,ݑሺݓ ሻݒሺ݂אם . Fנחזיר  ,ሻݒ ൌ ݂ሺݑሻ ൅ ,ݑሺݓ , ሻݒ

,ݑሺים את נש  .'E-ב ሻݒ

ᇱܩ על הגרף BFSנריץ  • ൌ ሼܸ, אחרת . Fחזיר נ, ∞ ו הואשל ሺ·ሻ݀- ה שערך BFS-לאחר הקודקוד אם קיים . ᇱሽܧ

 .Tנחזיר 

  :נכונות

  :ב"על מספר הקשתות במק הוכחה באינדוקציה

ሻݏሺ݂אם , ראשית ് ሻݏሺ݂-שכן ודאי ש, Fלהחזיר ישר ניתן , 0 ് ,ݏሺߜ ሻݏ ൌ 0.  

ሻݒሺ݂י "שכן מוגדר ברקורסיה ע, ሻݒሺ݂הוא בעל אורך  'Gכל מסלול שנותר בגרף  ൌ ݂ሺݑሻ ൅ ,ݑሺݓ ולכן מתקיים כי , ሻݒ

݂ሺݒሻ ൒ ,ݏሺߜ ݒלכל , ሻݒ א , פ הנחת האינדוקציה"ע. נותר להוכיח אם כן אי שוויון חלש לכיוון השני כדי להוכיח שוויון. ܸ

ሻݑሺ݂אזי מתקיים , v-ב ל"במק vהוא הקודקוד שלפני  uנניח כי  ൑ ,ݏሺߜ ,ݑሺכיוון שכל הקשתות . ሻݑ מקיימות  'E-ב ሻݒ
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݂ሺݒሻ ൌ ݂ሺݑሻ ൅ ,ݑሺݓ ,ݏሺߜ: אזי יתקיים כי, ሻݒ ሻݒ ൌ ,ݏሺߜ ሻݑ ൅ ,ݑሺݓ ሻݒ ൒ ݂ሺݑሻ ൅ ,ݑሺݓ ሻݒ ൌ ݂ሺݒሻ  ולכן

,ݏሺߜ ሻݒ ൌ ݂ሺݒሻ  ݒלכל א ܸ.  

ݒכל הקודקודים  רק אם ∞-שנקבל יהיו שונים מ ሺ·ሻ݀-כל ערכי ה, 'Gעל הגרף  BFSכאשר נריץ  א דרך  s-נגישים מ ܸ

בים לאותם "אז הקשתות שמרכיבות את המק, אם קיימים קודקודים לא נגישים. לאחר הסינון 'E-הקשתות שנותרו לנו ב

ሻݒሺ݂ולכן , 'E-קודקודים לא נמצאות ב ് ,ݏሺߜ   .Fולכן נחזיר , vעבור אותם קודקודים  ሻݒ

  :סיבוכיות

לכן . BFS-ועוברים על רשימת הקודקודים לאחר ה, בזמן לינארי BFSמבצעים , כ עוברים על רשימת הקשתות"סה

|ܸ|ሺܱ: הסיבוכיות היא לינארית כמבוקש ൅   .ሻ|ܧ|

  
)4(  

ܩיהי  ൌ ሼܸ, :ݓפונקצית משקל (שליליים על הקשתות -גרף לא מכוון עם משקלים אי ሽܧ ܧ ՜ ܴାڂሼ0ሽ( , לכל קשת ערך

ܿሺ·ሻ  שיכול להיותb/r )ݏויהי קודקוד , )כחול או אדום א עם שלוש  s-בים מ"להלן אלגוריתם המתאר מציאת מק .ܸ

  :קשתות אדומות לכל היותר

ݒנניח כי אין לכל  א   .קשתות אדומות 3בו לכל היותר  s-קיים מסלול כלשהו מ ܸ

,ݑሺי הפיכת כל "הגרף למכוון עאת נהפוך , תחילה • ሻݒ א ,ݑሺ- ל ܧ ,ሻݒ ሺݒ,  .קשתות מכוונות ሻݑ

ݒעבור צומת , לשם נוחות • א ௜ݒנסמן  ܸ ൌ ሺݒ, ݅ሻ, 0׊ ൑ ݅ ൑ 3. 

ᇱܩנגדיר  • ൌ ሼܸᇱ,  :כדלהלן ᇱሽܧ

o ܸᇱ ൌ ሼݒ௜ | 0 ൑ ݅ ൑ 3, ݒ א ܸሽ 

o ܧᇱ ൌ ሼሺݑ௜, ௜ሻ| 0ݒ ൑ ݅ ൑ 3, ܿሺݑ, ሻݒ ൌ ܾሽڂ൛൫ݑ௜, ௝൯ห0ݒ ൑ ݅ ൏ ݆ ൑ 3, ܿሺݑ, ሻݒ ൌ ומתקיים כי , ሽݎ

,ݑሺݓמחזירה  wפונקציית המשקלות  ,௜ݑ൫ݓלכל  ሻݒ ,௝൯ݒ ,݅׊ ݆. 

 .଴ݏ-מ ’Gעל  Dijkstraנריץ אלגוריתם  •

ݒלכל  • א ሻݒሺ݀: באופן הבא ሺ·ሻ݀נעדכן את ערך  ܸ ؔ minሼ݀ሺݒ௜ሻ| 0 ൑ ݅ ൑ 3, ௜ݒ א ܸԢሽ 

  :נכונות

ולכל , ולכל קשת כחולה ליצור עותק לכל אחד מעותקי קבוצות הקודקודים, עותקים של הקודקודים 4הרעיון הוא ליצור 

 3ולכן , מעברים כאלה 3לכל היותר יהיו . מעבר מעותק אחד של קבוצת הקודקודים לעותק לידוקשת אדומה ליצור קשת 

  .קשתות אדומות במסלול

ללפחות אחד  ଴ݏ-ם קיים מסלול מ"קשתות אדומות אם 3- העובר לכל היותר ב t-ל s-מההגדרות נובע כי קיים מסלול מ

,଴ݐמבין  ,ଵݐ ,ଶݐ לכל קודקוד  'Gאזי בגרף , קשתות 3בעל לכל היותר  s-קוד מסלול נגיש מכיוון שאנו מניחים כי לכל קוד. ଷݐ

t ݏ- בגרף המקורי יהיה מסלול מ଴  לאחד מעותקיt.  

לא חייב להיות לכל ( tאחד היושב בכל עותק של  –אפשריים  ሺ·ሻ݀יתכנו לנו ארבעה ערכי , 'Gעל  Dijkstraבסיום הרצת 

מבחינת תנאי " חוקי"כיוון שכל אחד מהם . קשתות אדומות 0,1,2,3ב הכולל בתוכו "כל אחד מסמן את אורך המק). עותק

  .תחת תנאי הקשתות האדומות, בגרף המקורי t-ל s-ב מ"ניקח את המינימלי והוא כמובן מק, השאלה

  :סיבוכיות

,|ܸ|וכיוון שהגדלנו את , יצירת העותקים לוקחת זמן לינארי אז סיבוכיות האלגוריתם תהיה , Dijkstraפי קבוע והרצנו  |ܧ|

|ܸ|ሺܱ: י'י ערימת פיבונצ"במימוש ע · ሺ|ܸ|ሻ݃݋݈ ൅   .ሻ|ܧ|
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)5(  
ܩיהי  ൌ ሼܸ, :ݓעם פונקצית משקל ללא מעגלים מכוונים שליליים גרף מכוון  ሽܧ ܧ ՜ ݏויהי קודקוד , ܴ א ݒלכל . ܸ א ܸ 

בסיבוכיות זמן ריצה של  G-בים ב"להלן אלגוריתם למציאת מק. קשתות mיש לכל היותר  v- ל s-ב מ"מתקיים כי במק

ܱሺ݉ ·   :ሻ|ܧ|

|ܸ|במקום (הראשונה  for-איטרציות ללולאת ה mרק  Bellman­Fordפשוט נריץ את אלגוריתם  െ 1.(  

  :וסיבוכיות נכונות

 kהנמצא במרחק מסלול עד  uלכל איטרציות מתקיים כי  kאחרי , בהרצאה Bellman­Fordלפי הוכחת נכונות אלגוריתם 

ሻݑሺ݀מתקיים , s-מ ൌ ,ݏሺߜ וזה , ב"קשתות במק mבים שאורכם עד "איטרציות נגיע לחישוב כל המק mאחרי , לכן. ሻݑ

|ܸ|ሺܱבמקום ( ሻ|ܧ|ሺܱ݉: ובסיבוכיות המבוקשת, ולכן סיימנו, בים בגרף"לפי הנתון כל המק ·   ).המקורי' באלג ሻ|ܧ|


