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 8#תרגיל בית / ח "למדמלוגיקה 

 אריאל סטולרמן

 

!בסימון  ⫤סיפוק ה-יחס איאת נסמן  ⊨ 

(1) 

𝜑. א = ∀𝑥 𝐴 → 𝐵 → (∃𝑥𝐴 → ∃𝑥𝐵): תקפה לוגית 

,𝑀-כך ש vוהשמה  Mאז קיים מבנה , נניח בשלילה שהנוסחה אינה תקפה לוגית 𝑣 ! ⊨ 𝜑  , ולכן𝑀, 𝑣 ⊨ ∀𝑥(𝐴 → 𝐵)  וגם𝑀, 𝑣! ⊨ ∃𝑥𝐴 → ∃𝑥𝐵 ,

,𝑀ומהאחרון מתקיים  𝑣 ⊨ ∃𝑥𝐴  וגם𝑀, 𝑣! ⊨ ∃𝑥𝐵  ולכן𝑀, 𝑣 ⊨ ∀𝑥¬𝐵.  לכן לכלv’  שהיאx- וריאנט שלv  מתקיים𝑀, 𝑣′ ⊨ 𝐴 → 𝐵  וגם

,𝑀מתקיים  𝑣 ′ ⊨ ¬𝐵 מת וכמו כן קייv’’  שהיאx- וריאנט שלv  המקיימת𝑀, 𝑣 ′′ ⊨ 𝐴 .אם קיימת , אבלx- וריאנט שלv  המספקת עםM  אתA ,

𝐴גם  M-ו vוריאנט של -xולכל  → 𝐵 אז קיימת , מסתפקתx- וריאנטv’  שלv כך ש-𝑀, 𝑣 ′ ⊨ 𝐵 ,לכן הנוסחה תקפה לוגית .בסתירה. 

𝜑. ב = ∀𝑥 𝐴 → 𝐵 → (∀𝑥𝐴 → ∀𝑥𝐵): תקפה לוגית 

,𝑀-ש ךכ vמה השו M נהמבם ייק אז, יתלוגה קפה תאינה סחונהשה לילבש חיננ 𝑣! ⊨ 𝜑, ןכלו 𝑀, 𝑣 ⊨ ∀𝑥(𝐴 → 𝐵) גםו 𝑀, 𝑣! ⊨ ∀𝑥𝐴 → ∀𝑥𝐵 .

,𝑀 יםיקתמ ןורחאהמ 𝑣 ⊨ ∀𝑥𝐴 גם ו𝑀, 𝑣 ⊨ ∃𝑥¬𝐵. לכלע שנובל "נהל כמ v’ איהש x-לש טנאירו v םייתקמ 𝑀, 𝑣′ ⊨ 𝐴 → 𝐵 ם וג𝑀, 𝑣′ ⊨ 𝐴. 

,𝑀-ש ןוויכ 𝑣′ ⊨ 𝐴 → 𝐵 זא 𝑀, 𝑣′ ⊨ ¬𝐴  או𝑀, 𝑣′ ⊨ 𝐵 ,ש ווןכיו-𝑀, 𝑣 ′ ⊨ 𝐴 חרכהב זא 𝑀, 𝑣 ′ ⊨ 𝐵. מ-𝑀, 𝑣 ⊨ ∃𝑥¬𝐵 מתיישקע ובנ v’’ היאש 

x-שלאנט ריו v ך שכ-𝑀, 𝑣 ′ ′ ⊨ ¬𝐵 ,ל לכש ירהסת וז ךאv’ היאש x-ל ט שאנריוv 𝑀, 𝑣 ′ ⊨ 𝐵 .תגילוה קפת חהוסהנכן ל .

𝜑 .ג =  ∃𝑥𝐴 ∃𝑥𝐵 → ∃𝑥(𝐴 𝐵): יתוגל פהתקה ינא 

𝑀 :יתגדנ גמאדון הלל =< ℕ, 𝐼 > ,𝑥 ∈ 𝐼[𝐴] מ "מאx ו, גיוז-𝑥 ∈ 𝐼[𝐵] מ "מאx םיקיי כ ורבר. וגיז-יא x גםם קייו וגיז x ם יילא קך א, גיזוא לx 

. יתוגל פהתקה ינא חהנוסה כןל .םיהנשא הוש

𝑥 .ד ∉ 𝐹𝑣 𝐴 ,𝜑 = ∀𝑥 𝐴 → 𝐵 → (𝐴 → ∀𝑥𝐵): תגילוה קפת 

,𝑀-שך כ M, vם מיייקי כלה ליבשח נינ 𝑣! ⊨ 𝜑 ,ז א𝑀, 𝑣 ⊨ ∀𝑥(𝐴 → 𝐵) גםו 𝑀, 𝑣! ⊨ 𝐴 → ∀𝑥𝐵 ,ן לכו𝑀, 𝑣 ⊨ 𝐴 גםו 𝑀, 𝑣 ⊨ ∃𝑥¬𝐵 .כךפיל 

,𝑀 יםקימת vל ש נטריאו-x היאש ’v כלל 𝑣′ ⊨ 𝐴 → 𝐵, ן לכו𝑀, 𝑣′ ⊨ ¬𝐴 ו א𝑀, 𝑣′ ⊨ 𝐵 . מת ייק כןכמוv’’ היא שx-ל ש אנטריוv מתיימקה 

𝑀, 𝑣′′ ⊨ ¬𝐵, ן לכו𝑀, 𝑣 ′ ′ ⊨ ¬𝐴 .ורעבי כ ורזכנ v יים תקמ𝑀, 𝑣 ⊨ 𝐴 ,כן לוx בי פשחוה שתנמ רחהכב-A ,מ תחרא-M, v מו-𝑀, 𝑣′′ (שר כאv’’ 

𝑥-ש כךלה ירסתו וז, 𝐴¬ו א Aו את פקסתה מיתה (x-ן לניתה רךבעק ר v-ת מלבדנ ∉ 𝐹𝑣[𝐴]. יתוגל פהתקון נתה איתנה חתת חהוסנן הכל .

𝑥. ה ∉ 𝐹𝑣 𝐴 ,𝜑 = ∀𝑥 𝐴⋁𝐵 → (𝐴⋁∀𝑥𝐵): יתלוגה תקפ 

,𝑀-שך כ M, vם מיייי קה כילבשליח ננ 𝑣! ⊨ 𝜑 , אז𝑀, 𝑣 ⊨ ∀𝑥(𝐴⋁𝐵) גםו 𝑀, 𝑣! ⊨ 𝐴⋁∀𝑥𝐵, כן ול𝑀, 𝑣 ⊨ ¬𝐴 גם ו𝑀, 𝑣 ⊨ ∃𝑥¬𝐵 .כלל כךפיל 

v’ היאש x-שלט אנריו v ים קיתמ𝑀, 𝑣′ ⊨ 𝐴⋁𝐵 ן לכו𝑀, 𝑣′ ⊨ 𝐴 ו א𝑀, 𝑣′ ⊨ 𝐵 ,ת ימיקכן ו וכמv’’ יאהש x-ל ש אנטריוv מת יימקה𝑀, 𝑣 ′ ′ ⊨ ¬𝐵 ,

,𝑀ת ימקימן ולכ 𝑣 ′ ′ ⊨ 𝐴. רובעי כור זכנ v ם ייתקמ𝑀, 𝑣 ⊨ ¬𝐴, י כ קבלנ דםקוה יףסעבול שיקו ותמאוx בי פשחוה שתנמ רחהכב-A ,רהתיס זוו 

𝑥-שכך ל ∉ 𝐹𝑣[𝐴] .יתוגל פהתקון נתה איתנה תחתה סחנוה כןל .

𝜑. ו =  ∀𝑥∃𝑦𝐴 → (∃𝑦∀𝑥𝐴) :יתלוג פהתקה אינ 

𝑀 :יתגדנ מאוגדן הלל =< ℝ, 𝐼 > ,< 𝑥,𝑦 >∈ 𝐼[𝐴] מ "מא𝑥 < 𝑦 .כלשלר רוב 𝑥 ∈ ℝ ם ייק𝑦 ∈ ℝ ך שכ-𝑥 < 𝑦 ,ם חיוקל וטשפ𝑦 ≔ 𝑥 + 1 ,

𝑦ים קי אלבל א ∈ ℝ כלשלך כ 𝑥 ∈ ℝ םייתקמ 𝑥 < 𝑦. יתוגה לקפתה ינא סחהנוהן לכ .

𝜑. ז =  ∀𝑥𝐴 → (∃𝑥𝐴): יתוגל פהתק 

,𝑀-ך שכ M, vם מיייקי כה ילשלב ניחנ 𝑣! ⊨ 𝜑 ז א𝑀, 𝑣 ⊨ ∀𝑥𝐴 גםו 𝑀, 𝑣 ⊨ ∀𝑥¬𝐴.ל לכך יכלפv’ א הישx-של ט אנריוv ים קיתמ𝑀, 𝑣 ′ ⊨ 𝐴 גם ו

𝑀, 𝑣 ′ ⊨ ¬𝐴 ,תוגיל פהתקה סחנוה כןל. הירסתו וז .

𝜑. ח =  ∃𝑥𝐴 → (∀𝑥𝐴): יתלוגה תקפה אינ 

𝑀 :תדינגא וגמד הלןל =< ℝ, 𝐼 >, 𝑥 ∈ 𝐼[𝐴] מ"מא 𝑥 > ה קפה תינא סחהנוהלכן . 100-מל דוג x כללא ך א, 100-מול גדה xם ייק כיר ורב. 100

. גיתלו

𝜑. ט =  ∃𝑥 𝐴⋁𝐵  → (∃𝑥𝐴⋁∃𝑥𝐵): יתוגל פהתק 

,𝑀ם יימקיי כה ילשלב ניחנ 𝑣 שך כ-𝑀, 𝑣! ⊨ 𝜑, ז א𝑀, 𝑣 ⊨ ∃𝑥(𝐴⋁𝐵) גםו 𝑀, 𝑣 ⊨  ∀𝑥¬𝐴  (∀𝑥¬𝐵) .ת ימקי לכןv’ א הישx-שלט אנריו v 

,𝑀ת ימקיהמ 𝑣′ ⊨ 𝐴⋁𝐵 לכןו 𝑀, 𝑣′ ⊨ 𝐴 ו א𝑀, 𝑣 ′ ⊨ 𝐵 .ןכ כמו 𝑀, 𝑣 ⊨ ∀𝑥¬𝐴 גם ו𝑀, 𝑣 ⊨ ∀𝑥¬𝐵  ל לכלכן וv’’ יא שהx-ל ש אנטריוv ם ייתקמ

𝑀, 𝑣′′ ⊨ ¬𝐴 ם וג𝑀, 𝑣′′ ⊨ ¬𝐵, י נאתלה ירסתב זווv’ .תיוגל פהתקה סחהנוך כפיל .

𝜑 .י =  ¬∃𝑥𝐴 → (∀𝑥¬𝐴): תיוגל פהקת 
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,𝑀 אם. םהשלכ המשה v-ו הנבמ M יהיו 𝑣! ⊨ ¬∃𝑥𝐴 ,םא ,תחרא .ונמיסי 𝑀, 𝑣 ⊨ ¬∃𝑥𝐴 ת מייקא לז אv’ איהש x-לש טנאריו v תמיימקה 

𝑀, 𝑣 ′ ⊨ 𝐴 .כל ל, רכלומv’ א הישx-לשט אנריו v ם ייתקמ𝑀, 𝑣 ′ ⊨ ¬𝐴 ן לכו𝑀, 𝑣 ⊨ ∀𝑥¬𝐴 יתוגל קפהת חהוסהנן כל .שדרכנ .

𝜑. אי =  ∀𝑥¬𝐴 → (¬∃𝑥𝐴): יתוגל פהתק 

,𝑀אם . שהםכלה שמה v-ו הנבמ M היוי 𝑣! ⊨ ∀𝑥¬𝐴, ם א ,תחרא .ונמייס𝑀, 𝑣 ⊨ ∀𝑥¬𝐴 כללז א v’ א הישx-ל שט אנריוv ם ייתקמ𝑀, 𝑣 ′ ⊨ ¬𝐴 ,

,𝑀מת יימקה v שלט אנריו-x היאש ’v מתקייא ללכן ו 𝑣 ′ ⊨ 𝐴 ,מרכלו 𝑀, 𝑣 ⊨ ¬∃𝑥𝐴 יתלוגה קפת סחההנון לכ. רשנדכ. 

 

(2 )

𝜑. א = ∀𝑥 𝑝 𝑥 → 𝑝 𝑐  : יתוגה לקפתה ינא 

𝑀 :דיתנגא גמדון להל =< ℕ, 𝐼 >, 𝐼[𝑝] ר ומכל) ותגיזוה חסיה היי𝑘 ∈ 𝐼[𝑝] מ "מאk ו ,(וגיז-𝑐 =  2ך ערת הא x-לת תננוה v מההשת ימקי. 5

→ 𝑝 𝑥חה נוסה רהבושע ,ללמש 𝑝(𝑐) י"ע קתתפמסה ינא M, v ,כןול 𝜑 יתוגל פהתקה ינא .

𝜑 .ב = ∃𝑦  ∀𝑥 𝑞 𝑥,𝑦   → ∀𝑥  ∃𝑦 𝑞 𝑥,𝑦   : יתוגל פהתק 

,𝑀ם א .הםש כלה שמהו הנבמ M, vהיו י 𝑣! ⊨ ∃𝑦  ∀𝑥 𝑞 𝑥,𝑦    ז א𝑀, 𝑣 ⊨ 𝜑 ,אם  .רההגדמ𝑀, 𝑣 ⊨ ∃𝑦  ∀𝑥 𝑞 𝑥,𝑦    ת ימקיז אv’ היאש 

y-לש נטריאו v לכלש ךכ v’’ יאהש x-שלט אנריו v’ םייתקמ: 𝑀, 𝑣 ′ ′ ⊨ 𝑞(𝑥,𝑦) .כלשל ןכאמ w’ א הישx-שלט נאריו v ת ימיקw’’ א הישy-ט אנריו

𝑀,𝑤 מתיימקה ’wל ש ′ ′ ⊨ 𝑞(𝑥,𝑦) – אתר דינגט שופ 𝑤 ′ ′ 𝑦 = 𝑣 ′(𝑦) .ה ז רהמקב כןל𝑀, 𝑣 ⊨ ∀𝑥  ∃𝑦 𝑞 𝑥,𝑦    יתוגל קפהת חהוסהנן לכו .

𝜑 .ג = ∀𝑥  ∃𝑦 𝑞 𝑥,𝑦   → ∃𝑦  ∀𝑥 𝑞 𝑥,𝑦   : תגילוה קפת הניא 

𝑀 :יתגדנ מאוגד הלןל =< ℝ, 𝐼 >, < 𝑥,𝑦 >∈ 𝐼[𝑞] מ "מא𝑥 < 𝑦 .ל לכשים תקימ כןא𝑥 ∈ ℝ ם ייק𝑦 ∈ ℝ שך כ-𝑥 < 𝑦 ,ל משל𝑦 ≔ 𝑥 + עם  .1

𝑦 יםקיא ל, אתז ∈ ℝ ללכשך כ 𝑥 ∈ ℝ ם ייתקמ𝑥 < 𝑦 .ן לכ𝜑 תוגיל פהתקה ינא. 

 

(3 )

, 𝑦 𝑒 𝑓2 𝑥,𝑦∀. א 𝑧   :

 קתספמ מהשה: 𝑣 𝑥 = 𝑣 𝑧 = 0. 

 תפקמסא ל שמהה: 𝑣 𝑥 = 𝑣 𝑧 = 1. 

 :  𝑒 𝑐0,𝑓1 𝑥,𝑦 .ב

 קתספמ מהשה: 𝑣 𝑥 = 𝑣 𝑦 = 0. 

 קתספמ לא השמה: 𝑣 𝑥 = 𝑣 𝑦 = 1. 

:   𝑙 𝑐0,𝑓1 𝑥,𝑦. ג

 תקפסממה שה: 𝑣 𝑥 = 𝑣 𝑦 = 1. 

 קתספמ לאה מהש: 𝑣 𝑥 = 𝑣 𝑦 = 0. 

𝑦∃ .ד  ∃𝑧  ¬𝑒 𝑐0 , 𝑧  𝑒 𝑓2 𝑧, 𝑧 , 𝑧  𝑒 𝑥, 𝑓2 𝑦, 𝑧     :

𝑧-ש ךכ y, z םימייקש התועמשמ ןכש ,יםיעבטה םירפסמה הנבמב הפקת ל"נה החסונה ≠ 0, 𝑧2 = 𝑧 ו-𝑥 = 𝑦 ∙ 𝑧. x דיחיה ישפוחה נהשתהמא הו 

= 𝑣 𝑥-ש ךכ vה שמה לכל ןכלו חהנוסב 𝑐 תא חתלקן יתנ 𝑧 = 1,𝑦 = 𝑐 קתפתס החסונהו .

 

(4)  

,𝑀-ך שכ vה משה תמייקו Mה בנמ םייקם י אכיח וכנ 𝑣! ⊨  ∀𝑥 𝐵 → 𝐴  → (∃𝑥𝐵 → 𝐴) ז אx י בפשחונה משתא וה-A. ים קיתמ חההנהפי ל

𝑀, 𝑣 ⊨ ∀𝑥(𝐵 → 𝐴) םגו 𝑀, 𝑣! ⊨ ∃𝑥𝐵 → 𝐴 ,ר ומלכ𝑀, 𝑣 ⊨ ∃𝑥𝐵 םגו 𝑀, 𝑣 ⊨ ¬𝐴. כלשל ןאכמ v’ א יהשx-לט שאנריו v םייתקמ 

𝑀, 𝑣 ′ ⊨ 𝐵 → 𝐴, ןכלו 𝑀, 𝑣 ′ ⊨ ¬𝐵 וא 𝑀, 𝑣 ′ ⊨ 𝐴 . ת מייקכן כמוv’’ א הישx-ל ש נטריאוv תמייקמה 𝑀, 𝑣 ′ ′ ⊨ 𝐵 .ם ייתקמ רחהכב ןכל

𝑀, 𝑣 ′ ′ ⊨ 𝐴 .ה השמה רובען כ אםv ם ייתקמ𝑀, 𝑣 ⊨ ¬𝐴 מה השה רובעוv’’ מ הכרעב נהשוה-v לה השמבק ר-x ם ייתקמ𝑀, 𝑣 ′ ′ ⊨ 𝐴. אל כךלפי 

 x-ל תןניה רךעב יההשנמ תחא לותבדנ ותהשמה יתשש ווןכי ,𝐴¬ו א A אות פקסתמ התיה ’’M, v-מו M, v-מ רתאח, A-ב רושק נהשתמ x-ש כןתי

 .A-י בופשח נהשתמ x כןל .לבדב
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(5) 

,𝑥1∀𝑥3 𝑝 𝑥1∀ .א 𝑥2 → 𝑞 𝑥3   :𝑥1, 𝑥3 קשורים ,𝑥2 חופשי. 

𝑥2∀ .ב  𝑝 𝑓 𝑥2  → ∀𝑥3𝑞 𝑥1, 𝑥2𝑥3   :𝑥2, 𝑥3 קשורים ,𝑥1 חופשי. 

 .(במופע קשירהמופיע )קשור  𝑥5. האחרון קשור, חופשיים 𝑥2שני המופעים הראשונים של : 𝑝 𝑥2  ∀𝑥5𝑝 𝑥2   ∀𝑥2𝑝(𝑥2)¬¬  .ג

,𝑥1 𝑟 𝑥1∀  .ד 𝑥3  ∃𝑥1𝑟 𝑥2, 𝑥3   ⋁ ∃𝑥1∀𝑥1 𝑟 𝑥2, 𝑥5 → ∃𝑥4𝑟 𝑥1, 𝑥4   : 

,𝑥2, קשור 𝑥1: ⋁-בחלק הראשון של ה 𝑥3 חופשיים. 

,𝑥2: ⋁-הבחלק השני של  𝑥5 חופשיים ,𝑥1, 𝑥4 קשורים. 

 


