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  6#תרגיל  - מודלים חישוביים 

  אריאל סטולרמן

  כלב אלפרנס

  02קבוצה 

  

)1(  

)a (ܮଵ ൌ ൛ܽ௜ܾ௝ܿ௞ ห ݅, ݆, ݇ ൒ 0, ݅ ൅ ݇ ൌ ݆ሽ  

  :להלן דקדוק חסר הקשר לשפה

ܩ ൌ ሺܸ, ,ߑ ܵ, ܴሻ ݁ݎ݄݁ݓ: 

• ܸ ൌ ሼܵ, ܶ, ܷሽ 

ߑ • ൌ ሼܽ, ܾ, ܿ,  ሽߝ

• ܴ:  ܵ ՜  ߝ | ܷܾܿ| ܾܶܽ | ܷܾܾܿܶܽ

ܶ ՜  ߝ | ܾܶܽ

ܷ ՜  ߝ | ܷܾܿ

)b (ܮଶ ൌ ൛ܽ௜ܾ௝ ห ݅, ݆ ൒ 0, ݅ ് ݆ሽ  

  :להלן דקדוק חסר הקשר לשפה

ܩ ൌ ሺܸ, ,ߑ ܵ, ܴሻ ݁ݎ݄݁ݓ: 

• ܸ ൌ ሼܵ, ܶ, ܷሽ 

ߑ • ൌ ሼܽ, ܾ,  ሽߝ

• ܴ:  ܵ ՜ ܽܶ | ܷܾ 

ܶ ՜  ߝ | ܾܶܽ | ܶܽ

ܷ ՜  ߝ | ܾܷܽ | ܾܷ

)c( ܮଷ ൌ ൛ܽ௜ܾ௝ܿ௞ ห ݅, ݆, ݇ ൒ 0, ݅ ് ݆ ݎ݋ ݆ ് ݇ሽ  

ܩ ൌ ሺܸ, ,ߑ ܵ, ܴሻ ݁ݎ݄݁ݓ: 

• ܸ ൌ ሼܵ, ܶ, ܷ, ܹ, ܹᇱ, ܺ, ܺԢሽ 

ߑ • ൌ ሼܽ, ܾ, ܿ,  ሽߝ

• ܴ:  ܵ ՜ ܽܶ | ܷܿ 

ܶ ՜ ,ߝ | ܿܺ | ܹܾ | ܶܽ ܷ ՜ ܷܿ | ܹܽᇱ | ܺᇱܾ | ߝ 

ܹ ՜ ,ߝ | ܹܾܿ | ܹܾ ܹᇱ ՜ ܹܽᇱ | ܹܽᇱܾ | ߝ 

ܺ ՜ ,ߝ | ܾܿܺ | ܿܺ ܺᇱ ՜ ܺᇱܾ | ܽܺᇱܾ | ߝ 
)2(  

)a (ܮଵ ൌ ሼܽ௡ܾଶ௡ܿ௡ | ݊ א Գሽ  

  אינה חסרת הקשר ଵܮ: טענה

ݓאזי המילה . pנניח כי השפה חסרת הקשר עם קבוע הניפוח  ൌ ܽ௣ܾଶ௣ܿ௣ א |ݓ|המקיימת , ଵܮ ൒ ויש לה חלוקה  ݌

ݓ ൌ |ݕݔݒ|המקיים  ݕݔݒלפיכך הרצף  .כנדרש ݖݕݔݒݑ ൑ |ݕݒ|, ݌ ൒ אם  .יכול להכיל לכל היותר שתי אותיות שונות 1

݅נבחר  ൌ  .חסרת הקשר ଵܮבסתירה להנחה כי , ௞ܾଶ௞ܿ௞ܽמילה שאינה מהצורה  אפשרי כל מקרהבנקבל  0
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)b (ܮଶ ൌ ൛ܽ௜ܾ௝ܿ௞ ห ݅, ݆, ݇ ൒ 0, ݇ ൌ ݉݅݊ ሼ݅, ݆ሽሽ  

  אינה חסרת הקשר ଶܮ: טענה

ݓאזי המילה . pנניח כי השפה חסרת הקשר עם קבוע הניפוח  ൌ ܽ௣ܾ௣ܿ௣ א |ݓ|המקיימת , ଵܮ ൒ ויש לה חלוקה  ݌

ݓ ൌ |ݕݔݒ|המקיים  ݕݔݒלפיכך הרצף . כנדרש ݖݕݔݒݑ ൑ |ݕݒ|, ݌ ൒ לשם  .יכול להכיל לכל היותר שתי אותיות שונות 1

,ݒ -נסמן את חזקת הניפוח ל, מניעת בלבול  .଴݅-ב ݕ

  :ݕݔݒ להלן אפשרויות הרצף

଴݅נבחר : ԢܽԢמכיל רק  • ൌ ݇ולכן , p-קטן ממש מ ԢܽԢ-ונקבל כי מספר ה 0 ് ݉݅݊ ሼ݅, ݆ሽ. 

,Ԣܾᇱמכיל  • ԢܽԢ : ݅נבחר଴ ൌ ,Ԣܽᇱ- שמספר הונקבל  0 ԢܾԢ קטן מ-p ,אך מספר ה-ԢܿԢ ולכן גם כאן , נשאר אותו דבר

݇ ് ݉݅݊ ሼ݅, ݆ሽ. 

଴݅נבחר : ԢܾԢמכיל רק  • ൌ  .הוכחה באופן דומה לסעיף הראשון, 0

,Ԣܾᇱמכיל  • ԢܿԢ : ݅נבחר଴ ൌ ,Ԣܾᇱ-מספר הונקבל כי  2 ԢܿԢ מ ל ממשוגד-p , ݅ולכן ൌ ݌ ൌ ݉݅݊ ሼ݅, ݆ሽ ומספר ה-ԢܿԢ  אינו

i , ݇לכן גם כאן ് ݉݅݊ ሼ݅, ݆ሽ. 

଴݅נבחר : ԢܿԢמכיל רק  • ൌ ,ሼ݅݊݅݉-מולכן גדול ממש  p-מ גדול ממש ԢܿԢ-ונקבל כי מספר ה 2 ݆ሽ ൌ  .݌

  .לפיכך השפה אינה חסרת הקשר. בסתירה להנחה, ଵܮ-כיווץ מילה שאינה ב/בכל מקרה שהוא מקבלים לאחר ניפוח ֚

  

)c (ܮଷ ൌ ሼܽ௠ܾ௡ܿ௡݀௠ | ݉, ݊ א Գሽ  

  חסרת הקשר ଷܮ: טענה

  :להלן דקדור חסר הקשר המתאים לשפה

ܩ ൌ ሺܸ, ,ߑ ܵ, ܴሻ ݁ݎ݄݁ݓ: 

• ܸ ൌ ሼܵ, ܶሽ 

ߑ • ൌ ሼܽ, ܾ, ܿ, ݀,  ሽߝ

• ܴ:  ܵ ՜  ߝ | ܶ | ݀ܵܽ

ܶ ՜  ߝ | ܾܿܶ
)3(  

)a (ܮோ ؔ ሻܮሺ݁ݏݎ݁ݒܴ݁ ൌ ሼݓ | ݓோ א   ሽܮ

  :רגולרית ோܮ ֚רגולרית  L: טענה

௅ܰאזי קיים אוטומט לא דטרמיניסטי , רגולרית ܮנניח כי  ൌ ሺܳ, ,ߑ ,ߜ ,଴ݍ ௅ܰאותו נסמן  NFAנגדיר . המקבל אותה ሻܨ
ோ 

  :ோܮהמקבל את 

௅ܰ
ோ ൌ ሺܳ۫ሼݏሽ, ,ߑ ,ᇱߜ ,ݏ  :݁ݎ݄݁ݓ ᇱሻܨ

ᇱܨ • ൌ ሼݍ଴ሽ,  ሽݏሼ۫ܳ ݊݅ ݁ݐܽݐݏ ݃݊݅ݐ݌݁ܿܿܽ ݕ݈݊݋ ݄݁ݐ ݏ݅ ଴ݍ

ݏ • ב ܳ 

 :ᇱߜ • ݍ׊ א ܳ, ܽ א  :ሽߝሼڂߑ ,ݍᇱሺߜ ܽሻ ൌ ሼݍᇱ | ݍ א ,ᇱݍሺߜ ܽሻሽ 

      ,ݏᇱሺߜ ሻߝ ൌ ሼݍி | ݍி א  ሽܨ

ݓנניח : הסבר ൌ ܽଵܽଶ … ܽ௡ א ଴ݍרצף מצבים מקבל  ௅ܰ- אזי קיים ב, ܮ ՜ ଵݍ ՜ ڮ ՜ ிݍ, ிݍ א אזי באוטומט . ܨ

௅ܰהחדש 
ோ  ݏקיים רצף מצבים

ఌ
՜ ிݍ ՜ ڮ ՜ ଵݍ ՜ ଴ݍ( ଴ݍ א ோݓהמקבל את המילה ) Ԣܨ ൌ ܽ௡ … ܽଶܽଵ , במעבר על
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௅ܰבאופן דומה ניתן להראות אוטומט . ௅ܰ-עליהן רצנו ב ߜההפוכות לקשתות  Ԣߜקשתות 
ோೃ

ோೃݓהמקבל את   ൌ ולכן , ݓ

ோݓמתקיים  א ሺܮ ௅ܰ
ோሻ ֞ ݓ א ሺܮלכן ו, ܮ ௅ܰ

ோሻ ൌ   .היא שפה רגולרית ோܮלפיכך . ோܮ

  :חסרת הקשר ோܮ ֚חסרת הקשר  ܮ  :טענה

  :המזהה אותה באופן הבא ோܩדקדוק  ோܮ-נבנה ל. המזהה אותה Gאזי קיים לה דקדוק , חסרת הקשר Lנניח כי 

ோܩ ൌ ሺܸ, ,ߑ ܵ, ܴᇱሻ ݁ݎ݄݁ݓ: ܴᇱ ൌ ሼܣ ՜ ܣ | ߙ א ܸ, ߙ א ሺܸߑڂሻכ, ሺܣ ՜ ோሻߙ א ܴሽ 

ݓנניח כי  א כי כל  על גודל עץ הגזירה נניח באינדוקציה. A,Bיש שני תתי עצים  S-מ: לפיה בעץ הגזירהאזי יש לה גזירה , ܮ

וקיבלנו את , B,Aכלומר נקבל , Sנהפוך את סדר תתי העצים של , Ԣܴלפי הגדרת . מתתי העצים האלה ניתנים להיפוך אחד

ோೃܩבאופן דומה ניתן לבנות . צעד הבסיס של האינדוקציה טרוויאלי. ோݓ
ோೃݓהמזהה את   ൌ ݓ א ולכן נקבל שמתקיים  ܮ

ோݓ א ோሻܩሺܮ ֞ ݓ א ோሻܩሺܮולכן , ܮ ൌ   .היא שפה חסרת הקשר ோܮלפיכך . ோܮ

  

)b (ܲܲሺܮሻ ൌ ሼݓ | ݓ א ,ܮ ݇׌ א Գ ݏ. .ݐ ݓ ൌ ଶݓଵݓ … ,௞ݓ 0׊ ൏ ݅ ൏ ݇: ଵݓ … ௜ݓ ב   ሽܮ

  :רגולרית ሻܮሺܲܲ ֚רגולרית  L: טענה

௅ܣ: DFAאזי קיים , שפה רגולרית Lתהי  ൌ ሺܳ, ,ߑ ,ߜ ,଴ݍ המקבל את  ௉௉ሺ௅ሻܣאותו נסמן  DFAנגדיר . המקבל אותה ሻܨ

ܲܲሺܮሻ באופן הבא:  

௉௉ሺ௅ሻܣ ൌ ሺܳ۫ሼݍᇱሽ, ,ߑ ,ᇱߜ ,଴ݍ ,ሻܨ  :݁ݎ݄݁ݓ

ᇱݍ • ב ܳ, ݊݋݊ ܽ ݏᇱ݅ݍ െ  ݁ݐܽݐݏ ݃݊݅ݐ݌݁ܿܿܽ

 :ᇱߜ • ݍ׊ א ,ܨ\ܳ ܽ א  :ߑ ,ݍᇱሺߜ ܽሻ ൌ ,ݍሺߜ ܽሻ 

ிݍ׊ א ,ܨ ܽ א  :ߑ ,ிݍᇱሺߜ ܽሻ ൌ  ᇱݍ

ܽ׊ א  ߑ   ,ᇱݍᇱሺߜ ܽሻ ൌ  Ԣݍ

ݓלכל : כלומר, ௅ܣי "המתקבלות ע" ראשונות"מקבל את כל המחרוזות ה ௉௉ሺ௅ሻܣהאוטומט החדש  ൌ ଵݓ … ௡ݓ א  ܮ

ᇱݓ מתקיים כי א ܲܲሺܮሻ ݓ כאשרᇱ ൌ ଵݓ … ,௜ݓ ݅ ൌ ݉݅݊ሼ݆ | ଵݓ  … ௝ݓ א ݅׊, ሽܮ ൏ ݇ ൑ ݊: ଵݓ … ௞ݓ ב ܲܲሺܮሻ.  

ݓנניח כי  א ܲܲሺܮሻ , של  ݔ݂݅݁ݎ݌כל אזיw )אינו ב) כמוגדר-ܲܲሺܮሻ . ܣמבניית௉௉ሺ௅ሻ  ברור כי אם הוא מקבל מילה כלשהי

w  ݓאזי א אם . אינו מתקבל על ידו wשל  prefixוכמו כן כל , ௅ܣ- כיוון שמקבל אותה לפי אותו מעבר מצבים כמו ב, ܮ

, ௉௉ሺ௅ሻܣי "לא מתקבלת ע Ԣݓהארכה של אזי כל , ௉௉ሺ௅ሻܣי "המתקבל ע Ԣݓשנסמנו  prefixאיזשהו  w-נניח בשלילה שקיים ל

ݓלפיכך . בסתירה להנחה wובפרט  א   .௉௉ሺ௅ሻሻܣሺܮ

ݓנניח כי  א ݓאזי , ௉௉ሺ௅ሻሻܣሺܮ א . ל"מההסבר הנ, ௉௉ሺ௅ሻܣי "כמוגדר המתקבל ע L-מ prefixאיזשהו  w- ולא קיים ל ܮ

ݓלפיכך  א ܲܲሺܮሻ.  

֚ ܲܲሺܮሻ ൌ   .ሻܮሺܲܲרגולרית ולפיכך שפות רגולריות סגורות תחת  ሻܮሺܲܲלכן , ௉௉ሺ௅ሻሻܣሺܮ

  :ሻܮሺܲܲשפות חסרות הקשר אינן סגורות תחת פעולת : טענה

ܮתהי  ൌ ൛ܽ௜ܾ௝ܿ௞ ห ݅ ൑ ݅ ݎ݋ ݆ ൑ ݇ሽ .L להלן דקדוק חסר הקשר , היא שפה חסרת הקשרG המזהה אותה:  

ܩ ൌ ሺܸ, ,ߑ ܵ, ܴሻ, ܸ ݁ݎ݄݁ݓ ൌ ሼܵ, ଵܶ, ଶܶ, ܺ, ܻሽ ܽ݊݀ ܴ: 

ܵ ՜ ଵܶܺ | ଶܶܺ 

ଵܶ ՜ ܽ ଵܾܶ | ܻ, ଶܶ ՜ ܽ ଶܶܿ | ܻ 

ܺ ՜ ,ߝ | ܺܿ ܻ ՜  ߝ | ܻܾ
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ݓנתבונן במילה . Lקבוע הניפוח של  pיהי  ൌ ܽ௣ܾ௣ିଵܿ௣ .ברור שהמילה ב-L ,וכמו כן ברור שהיא ב -ܲܲሺܮሻ : תנאי השיוך

אם נוריד את ). 'a'-שקטן ממש ממספר ה 'b'-ה' י מס"לא יכול להתקיים ע(הוא מינימלי  'c'-מתקיים בגלל שמספר ה L-ל

וכמובן אם נוריד וניוותר רק עם , הקיימים 'b'-כמו כן אם נוריד לחלוטין ונשאר רק עם ה, L-המילה לא תהיה ב 'c'-מספר ה

'a' )אינה בולכן  ת את התנאיכל תחילית של המילה הזו לא מקיימלפיכך ). לא נתייחס למילה הריקה-L . נחלק את

ݓ ൌ |ݕݔݒ|-לפי כללי למת הניפוח כך ש ݖݕݔݒݑ ൑ |ݕݒ|, ݌ ൒ |ݓ|וברור כי , 1 ൒   :נחלק למקרים. ݌

݅נבחר : 'a'מכיל רק  ݕݔݒאם  • ൌ ובפרט  L-לכן המילה אינה ב, 'b','c'-גדול ממש ממספר ה a-ונקבל כי מספר ה 2

 .ሻܮሺܲܲ-אינה ב

݅נבחר , 'b'מכיל  yמאשר  'a'מכיל יותר  vאם : 'b'מכיל  a' ,y'מכיל  vאם  • ൌ ולכן , 'b','c'-מ 'a'יותר כך שנקבל  3

݅גם נבחר , אם המצב הפוך. ሻܮሺܲܲ- ובפרט אינה ב, L-מילה שאינה ב ൌ  p-גדול מ 'a'-ובכך נהפוך את מספר ה 3

למילה שנקבל , כעת. נקבע על ידו L-כלומר תנאי השיוך ל – 'c','a'-כך שיהיה גדול ממספר ה 'b'-ונגדיל את מספר ה

 .ሻܮሺܲܲ-לכן המילה המקורית לאחר ניפוח אינה ב, L-והיא שייכת ל 'a','b'נוכל לקחת את התחילית המכילה רק 

݅נבחר : 'b'מכיל רק  ݕݔݒאם  • ൌ , L-נקבל מילה שיש לה תחילית ב. בדומה לקודם 'b'-ובכך נגדיל את מספר ה 3

 .ሻܮሺܲܲ-ן המילה המקורית לאחר ניפוח אינה בולכ

݅נבחר : 'c'מכיל  b' ,y'מכיל  vאם  • ൌ  .L-ולכן המילה אינה ב 'b','c'-גדול ממש ממספר ה 'a'-וכך נקבל שמספר ה 0

݅נבחר שוב : 'c'מכיל רק  ݕݔݒאם  • ൌ  .'b','c'-גדול ממש ממספר ה 'a'-ונקבל שמספר ה 0

שפות רגולריות אינן  ֚ ሻܮሺܲܲ-כך שלאחר הניפוח המילה אינה ב iניתן לבחור , העונה על תנאי למת הניפוח לכל חלוקה ֚

  .סגורות תחת הפעולה

  

)c (݂݈ܽܪሺܮሻ ൌ ሼݕ׌ | ݔ א .ݏ כߑ .ݐ |ݔ| ൌ ,|ݕ| ݕݔ א   ሽܮ

  .תשובה לגבי שפות רגולריות בסוף התרגיל

  :݂݈ܽܪשפות חסרות הקשר אינן סגורות תחת פעולת : טענה

ܮ: המוגדרת באופן הבא Lתהי  ൌ ሼܽ௡ܾ௡ܿ௠݀ଷ௠ | ݊, ݉ א Գሽ . ברור כיL שכן היא שרשור של שתי שפות , חסרת הקשר

ܮ: חסרות הקשר ൌ ሼܽ௡ܾ௡ | ݊ א Գሽڂሼܿ௠݀ଷ௠ | ݉ א Գሽ . כל מילה בשפהL  2݊היא מאורך ൅ ומכאן כל מילה , 4݉

݊תהיה מאורך  ሻܮሺ݂݈ܽܪבשפה  ൅   :באופן הבא ሻܮሺ݂݈ܽܪ-המילים ב נסווג את. 2݉

݊עבור  • ൒  .௡ܾଶ௠ܽמילים מהצורה : 2݉

݉עבור  • ൑ ݊ ൏  .௡ܾ௡ܿଶ௠ି௡ܽמילים מהצורה : 2݉

݊עבור  • ൏  .௡ܾ௡ܿ௠݀௠ି௡ܽמילים מהצורה : ݉

ݓנתבונן במילה . pחסרת הקשר בעלת קבוע ניפוח  ሻܮሺ݂݈ܽܪנניח בשלילה כי  ൌ ܽ௣ܾ௣ܿ௣ , מתקיים כי . 2מצורה

݉ ൌ ݊ ൌ ݉ולכן המילה עומדת בתנאי , ݌ ൑ ݊ ൏ ݓכעת נבחר למילה חלוקה . 2݉ ൌ העומדת בתנאי למת  ݖݕݔݒݑ

|ݕݔݒ|-הניפוח כך ש ൑ |ݕݒ|, ݌ ൒ |ݓ|וברור כי , 1 ൒   :נחלק למקרים. ݌

݅נבחר : 'a'מכיל רק  ݕݔݒ • ൌ יש  – 2צורה להשתייך ל רהואמאך המילה  'b'-שונה ממספר ה 'a'-שמספר הונקבל  2

 .ሻܮሺ݂݈ܽܪ-ולכן המילה אינה ב, 'd'ואין בה הופעות של  'c'בה הופעות של 

• v   מכיל'a' ,y  מכיל'b' : ݅נבחר ൌ אם לא נקטין אותם במידה . 'b'-וגם את מספר ה 'a'-ונקטין גם את מספר ה, 0

יתקיים כי , אם כן הקטנו אותם במידה שווה. 2בסתירה לצורה  'b'-שונה ממספר ה 'a'-שווה נקבל שוב שמספר ה

݌יהיה  'b'-ומספר ה 'a'-לכל היותר מספר ה െ ݓכלומר , 1 ൌ ܽ௣ିଵܾ௣ିଵܿ௣ .במקרה זה מתקיים כי  
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݊ ൌ ݌ െ m :2݉ומכאן נחשב את  1 െ ݊ ൌ ݌ ֞ 2݉ ൌ ݌2 െ 1 ֞ ݉ ൌ ݌ െ במקרה זה יתקיים כי . 0.5

݊ ൏  .ሻܮሺ݂݈ܽܪ-לפיכך המילה שתתקבל אינה ב ).'d'וללא הופעות  'a','b','c'הופעות של  ( 2בסתירה לצורה , ݉

݅נבחר , בדומה למקרה הראשון: 'b'מכיל רק  ݕݔݒ • ൌ , 'a'-כך שיהיה שונה ממספר ה 'b'-ונגדיל את מספר ה 2

 .ሻܮሺ݂݈ܽܪ-שאינה בונקבל מילה 

• v  מכיל'b' ,y  מכיל'c' : ݅נבחר ൌ עדיין ישנן ( 'a'-שונה ממספר ה 'b'ונקבל מספר , 'b'-ונקטין את מספר ה 0

ݕלכל היותר  – 'c'הופעות של  pכיוון שמלכתחילה היו לנו , 'c'הופעות של  ൌ ܿ௣ିଵ . 2לכן עדיין בצורה.( 

݅נבחר : 'c'מכיל רק  ݕݔݒ • ൌ ݊: ונקבל 2 ൌ 2݉ ולכן ݌ െ ݊ ൌ ݌2 ֜ 2݉ ൌ ݌3 ֜ ݉ ൐ ݉ לפיכך. ݌ ൐ ݊ ,

 .ሻܮሺ݂݈ܽܪ-אינה ב לכן המילה, 2בסתירה לצורה 

שפות חסרות  ֚ ሻܮሺ݂݈ܽܪ- כך שלאחר הניפוח המילה אינה ב iניתן לבחור , לכל חלוקה העונה על תנאי למת הניפוח ֚

  .הקשר אינן סגורות תחת הפעולה

  

)4(  

ݓלהלן הוכחה כי לכל . CNF-דקדוק חסר הקשר ב Gיהי  א |ݓ|, ሻܩሺܮ ൌ ݊ ሺ݊ ൐ 0ሻ ,w 2݊-נגזרת ב െ   :צעדים בדיוק 1

  :הוכחה באינדוקציה

݊עבור  ൌ 2-הגזירה חייבת להתבצע ב: 1 · 1 െ 1 ൌ ܵהבודד חייבת להגזר מהצעד  W. פעולות בדיוק 1 ՜ עבור  ,ܽ

ܽ א ,ߑ ܽ ് ܵכל גזירה אחרת תהיה מהצורה . כלשהו ߝ ՜ ,ܣעבור  ܤܣ ܤ א ܸ\ሼܵሽ וזה יבטיח כי גודל , כלשהםw  יהיה

  .1בסתירה לקביעת גודלה להיות , 2לכל הפחות 

݊נניח נכונות עבור  ൌ ݊נוכיח נכונות עבור , ݇ ൌ ݇ ൅ ݓתהי : 1 א |ݓ|המקיימת  ሻܩሺܮ ൌ ݇ ൅ נראה שניתן לבנות , 1

2ሺ݇- אותה ב ൅ 1ሻ െ 1 ൌ 2݇ ൅ ᇱݓנסתכל על . צעדים 1 ൌ ଵݓ … באמצעות  wנטען כי ניתן להגיע לתחילית זו של . ௞ݓ

2݇ െ ݓנסתכל על המצב בו : וקצעדים בדי 1 ൌ ଵݓ … ௜ݓ( ܤܣ௞ିଵݓ א ,ሽߝሼ\ߑ ,ܣ ܤ א ܸ\ሼܵሽ( , זהו המצב ממנו נגזר

ݓ ൌ ଵݓ … ݓולאחר מכן  ܤ௞ݓ ൌ ଵݓ … באופן  Ԣܩנגדיר דקדוק חסר הקשר . עליה מסתכלים היא המילה הסופית, ௞ାଵݓ

ሺܶלכל פרט לכך ש G-זהה ל 'G: הבא ՜ ሻܤܣ א ܶ, G-ב ܴ א גם  'R-יהיו קיימים בנוסף ב, כמוגדרים מעלה A,B-ו ܸ

ܶהחוקים מהצורה  ՜ הוא  'Gגם , CNF-חוקים מצורה מותרת ב 'G-כיוון שהוספנו ל .היא כמוגדרת לעיל ௞ݓכאשר , ௞ݓ

ଵݓובפרט להגיע למצב , wיכולנו לגזור את המילה  G-כיוון שב. CNFמצורת  … כולים להחליף את אנו י 'G-ב, ܤܣ௞ିଵݓ

ᇱݓ-הגזירה האחרונה בלבד ולהגיע ל ൌ ଵݓ … |ᇱݓ|-ו CNFהיא מצורת  'G-כיוון ש. ௞ݓ ൌ  'wפ הנחת האינדוקציה "ע, ݇

2݇-נגזרת ב െ נובע כי , היה להחליף את הגזירה האחרונה 'G-כיוון שכל שעשינו כדי להגיע אליה ב. 'G-צעדים בדיוק ב 1

ଵݓ- ניתן להגיע ל Gי "ע … 2݇-גם כן ב ܤܣ௞ିଵݓ െ צעדים בדיוק כדי  2ישנו צורך בעוד , כפי שהראינו. צעדים בדיוק 1

ݓ-להגיע ל ൌ ଵݓ … 2݇ולכן מספר הצעדים הכולל הוא בדיוק , ௞ାଵݓ ൅   .כנדרש, 1

  

)5(  

)a(  

݁ݐ݂݅݊݅݊݅ ݏ݅ ሻܣሺܮ: טענה. אוטומט סופי דטרמיניסטי Aיהי  ֞ ݁׌ א .ݏሻܣሺܮ .ݐ |ܳ| ൏ |ݓ| ൑ 2 · |ܳ|  

כלומר מעגל העובר דרך , Qחייב להיות איזשהו מעגל על , כיוון שהיא אינסופית. נסופיתהיא אי ሻܣሺܮנניח תחילה כי 

ᇱܳקבוצת מצבים מסויימת  ؿ ܳ ,1 ൑ |ܳᇱ| ൑ כלומר לפחות מצב (ובנוסף מעגל זה חייב להשתתף במסלול מקבל , |ܳ|

כיוון שהיה מספר סופי של , היתה שפה סופית ሻܣሺܮ, לפחות מעגל אחד כזה A-ב היה אם לא. )אחד בו שייך למסלול מקבל

  .A-מסלולים מקבלים ב
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݇ונסמן את גודלו  A-כזה ב) ואולי יחיד(נבחר אם כן מעגל אחד  ൌ |ܳᇱ| ) כלומר מכילk נבחר מסלול מקבל כלשהו . )מצבים

מקבל  נטול מעגלים אותו מסלולי "המתקבלת ע) ߝשאינה ( 'wנתחיל ממילה כלשהי  wלבניית , כעת. החופף עם המעגל

1 כאשר, m-נסמן את אורך המילה ב. שבחרנו קודם ൑ ݉ ൑ |ܳ| െ נרוץ , כנדרש wעד לקבלת  'wכדי להגדיל את . 1

כלומר ישר , ଴ݍיתכן שזהו ( ௖ݍנסמן מצב זה , עד הגעה למצב הראשון במסלול החופף עם המעגל 'wלול המקבל את סבמ

על המסלול המקבל עד  ௖ݍ- ולאחר מכן נמשיך מ, הנדרש j-עד שנגיע ל) jקבע את מיד נ(פעמים  jנרוץ במעגל . )נכנסנו למעגל

  :יהיה wאורך = כ הצעדים "סה. סיום

ณܿ
מספר צעדים עד להגעה לתחילת המעגל

൅ ݆ ·ต݇
מספר צעדים בריצה במעגל

൅ ݉ െ ܿᇣᇤᇥ
מספר הצעדים שנותר עד קבלה

ൌ ݉ ൅ ݆ · ݇ 

1מכאן ניתן לראות כי לכל  ൑ ݉ ൑ |ܳ| െ 1 ,1 ൑ ݇ ൑ ݆ניתן לבחור  |ܳ| א Գ כך ש -|ܳ| ൏ |ݓ| ൑ 2 ·  כמהנראה . |ܳ|

  :מקרי הקצה

݇עבור  • ൌ 1, ݉ ൌ ݆נבחר : 1 ൌ |ݓ|ונקבל כי  |ܳ| ൌ 1 ൅ |ܳ| · 1 ൌ |ܳ| ൅  Qבמקרה בו . מקיים את התנאי, 1

|ݓ|נקבל , 1כלומר שגודלה , היא הקטנה ביותר שניתן ൌ 2 ·  .גם כנדרש, |ܳ|

݇עבור  • ൌ |ܳ|, ݉ ൌ |ܳ| െ ݆נבחר  1 ൌ |ݓ|ונקבל כי  1 ൌ |ܳ| െ 1 ൅ 1 · |ܳ| ൌ 2 · |ܳ| െ מקיים את , 1

 .התנאי

ݓאינסופית ניתן למצוא  ሻܣሺܮהוכחנו כי עבור , לסיכום א |ܳ|- כך ש ሻܣሺܮ ൏ |ݓ| ൑ 2 · |ܳ|.  

|ܳ|- כך ש wקיימת מילה  ሻܣሺܮ-נניח כעת כי ב ൏ |ݓ| ൑ 2 ·  |ܳ|- אזי מגיעים אליה לפחות ב, כיוון שקיימת כזו מילה. |ܳ|

|ܳ|היא בגודל ) פוטנציאלית(לבנות המילה הארוכה ביותר שניתן היה , היתה סופית ሻܣሺܮאך אם , צעדים െ ללא חזרות ( 1

חייבים לעבור לפחות במצב  wכדי לבנות את , לפיכך. )שמוכח בסוףכפי , השפה אינסופית ֚אחרת ישנו מעגל , על מצבים

݆ניתן לעבור במעגל , לכן. A-ומכאן שקיים מעגל ב, יותר מפעם אחת Qאחד מתוך  א Գ ולכן , פעמים בדרך למצב המקבל

  .כנדרש, שפה אינסופית ሻܣሺܮ ֚ ሻܣሺܮ- מילים מ Յ଴לקבל 

  

)b(  

  :מקבל שפה אינסופית Aניתן לבנות כעת אלגוריתם הבודק האם אוטומט סופי דטרמיניסטי , )a(לאור סעיף 

ሻܣሺݐ݂݅݊݅݊ܫݏ݅ ؔ 

  ݅ ݎ݋݂ ؔ |ܳ| ൅ 2 ݋ݐ 1 ·  :݋݀ |ܳ|

    ݓ ݄ܿܽ݁ ݎ݋݂ א ሼݓ| | ݓ| ൌ ݅, ݓ א  :݋݀ ሽכߑ //for each i there are |ߑ|௜  different words 

       ܶ ݊ݎݑݐ݁ݎ ݓ ݏݐ݌݁ܿܿܽ ܣ ݂݅

   ܨ ݊ݎݑݐ݁ݎ
  :נכונות

היא  Qקבוצת המצבים , DFAשהוא  Aלכל : כיוון שמבצעת מספר סופי של פעולות, פונקציה חשיבה ሻܣሺ݁ݐ݂݅݊݅݊ܫݏ݅

|ܳ|כל המילים האפשריות מגודל : לפיכך מספר המילים שנבדוק יהיה סופי, ߑכמו גם , סופית ൅ 2ועד גודל  1 · מעל  |ܳ|

∑: כ"סה( ߑהשפה  |௜ଶ·|ொ|ߑ|
௜ୀ|ொ|ାଵ  כל מילה שבודקים היא סופית ולכן ישנה תשובה האם ). מספר סופי –מילים שונותA 

  .מקבל אותה או לא

, אחרת. Tמקבל נחזיר  A-ולכן כאשר נתקל במילה ש, אינסופית ሻܣሺܮאזי , אם קיימת מילה מאורך כזה, )a(סעיף לפי , כעת

  .Fנחזיר 
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)c(  

݁ݐ݂݊݅݊݅ ݏሻ݅ܩሺܮ: טענה. CNFדקדוק חסר הקשר מצורת  Gיהי  ֞ ݓ׌ א .ݏሻܩሺܮ .ݐ 2|௏| ൏ |ݓ| ൑ 2|௏|ାଵ  

ݓונראה כי לכל , היא סופית ሻܩሺܮנניח כי  א |ݓ|מתקיים כי  ሻܩሺܮ ൑ 2|௏| . ܮאםሺܩሻ אזי לא קיים ב, היא סופית-R 

ܣמסלול  כ֜ ܣאו  ܤܣ כ֜ ,ܣעבור  ܣܤ ܤ א לא קיימת דרך לחזור אל משתנה שכבר גזרנו דרך אותו מסלול : כלומר – ܸ

פעמים  jניתן היה לחזור על אותו קטע מעגלי שוב ושוב , לו היה ניתן לחזור אל אותו משתנה דרך אותו מסלול גזירה. גזירה

݆עבור כל  א Գ -  ܮ|ובכך לקבל כיሺܩሻ| ൒ Յ଴.  

,ሼܵבסדר  Vניתן לסדר את , אם כן ,ଵܣ ,ଶܣ … , ௜ܣ: מתקיים iכך שלכל  ௞ሽܣ כ֜ ,݉כאשר  ௠ܣ௟ܣ ݈ ൐ הוא מסלול גזירה  ݅

௜ܣ: וכמו כן מתקיים, )המאפשרים גזירה זו R-יתכן וקיימים חוקי גזירה ב(אפשרי  כ֜ ,݉כאשר  ௠ܣ௟ܣ ݈ ൑ הוא מסלול  ݅

ה כזו שנוכל לגזור רק בצור Vנסדר את : כלומר). חוקי גזירה המאפשרים גזירה זו R-לא קיימים ב(גזירה לא אפשרי 

הוא צומת בגרף והמעברים בין המשתנים הם  ௜ܣכל משתנה " (גרף חסר מעגלים"קיים לפנינו  .לפי סדר זה" קדימה"

  .ולכן קיים בו מיון טופולוגי כמתואר, )קשתות הגרף

  :חוקי הגזירה R-הפוטנציאל המקסימלי למילה באורך הגדול ביותר יהיה אם יהיו ב, CNFהוא מצורת  G-כיוון ש

ܵ ՜ 1׊, ଵܣଵܣ ൑ ݅ ൏ ݇: ௜ܣ ՜ ௞ܣ, ௜ାଵܣ௜ାଵܣ ՜ ܽ ሺܽ א זאת כיוון שבהינתן חוקי הגזירה האלה נוכל להגיע . ሽሻߝሼ\ߑ

גזירה מקסימלית תביא . כלומר ללא מעגלים, לגזירה מקסימלית ללא חזרה על משתנה שכבר גזרנו באותו מסלול גזירה

  .מגדילה את גודל המילה הנגזרת V-לצמד משתנים מ V-גזירת משתנה משכן כל , בהכרח לאורך מילה מקסימלי

  :נסתכל כעת על גודל המילה שקיבלנו

ณܵ
ଶబ ௧௜௠௘௦

՜ ଵถܣଵܣ
ଶభ ௧௜௠௘௦

՜ ଶᇣᇧᇧᇤᇧᇧᇥܣଶܣଶܣଶܣ
ଶమ ௧௜௠௘௦

՜ ڮ ՜ ௞ܣ … ௞ᇣᇧᇤᇧᇥܣ
ଶ|ೇ| ௧௜௠௘௦

՜ ,ݓ :݁ݎ݄݁ݓ |ݓ| ൌ 2|௏| 

ݓלא קיימת  ֚סופית  ሻܩሺܮ: לכן .|௏|2סופית יהיה  ሻܩሺܮלפיכך גודל המילה הפוטנציאלי המקסימלי עבור  א כך  ሻܩሺܮ

|௏|2-ש ൏ |ݓ| ൑ 2|௏|ାଵ ,ݓאם קיימת כזו : ומכאן א   .א שפה אינסופיתהי ሻܩሺܮאזי , ሻܩሺܮ

ݓונראה שקיימת , היא אינסופית ሻܩሺܮכעת נניח כי  א אזי כאמור קיים לפחות , אינסופית ሻܩሺܮאם . כנדרש ሻܩሺܮ

ܣמשתנה אחד  א ܣ: בורו קיים מסלול גזירהע ܸ כ֜ ܣאו  ܤܣ כ֜ ܤעבור  ܣܤ א  A-ניתן בהכרח להגיע מ, כמו כן. ܸ

המילה הגדולה ביותר , סופית ሻܩሺܮכפי שהוכח במקרה בו "). נמצאת על מסלול מקבל" A( בגזירה כלשהי לטרמינלים

|ݓ|שהיתה יכולה לקבל ללא חזרה על אותו משתנה יותר מפעם אחת באותו מסלול גזירה היתה מגודל לכל היותר  ൌ 2|௏|. 

לאורך  |௏|2ופעם זו תתרום לכל היותר גם היא , פעם אחת Aנוכל לבחור לעבור בעת הגזירה במעגל העובר דרך , לפיכך

|ݓ|: לכן נקבל. המילה שתתקבל ൑ 2 · 2|௏| ൌ 2|௏|ାଵ . תורם פחות טרמינלים למילה(בכל מקרה בו המעגל קטן יותר( ,

|ݓ|מ לקבל "מספר פעמים שנדרש ע Aנוכל לבחור לעבור דרך  ൐ 2|௏| ,כנדרש.  

  

)d(  

  :מקבל שפה אינסופית Gניתן לבנות כעת אלגוריתם הבודק האם דקדוק חסר הקשר , )c(לאור סעיף 

ሻܩሺ݁ݐ݂݅݊݅݊ܫݏ݅ ؔ 

  ݅ ݎ݋݂ ؔ 2|௏| ൅  :݋݀ ௏|ାଵ|2 ݋ݐ 1

    ݓ ݄ܿܽ݁ ݎ݋݂ א ሼݓ| | ݓ| ൌ ݅, ݓ א  :݋݀ ሽכߑ //for each i there are |ߑ|௜  different words 

       ܶ ݊ݎݑݐ݁ݎ ݓ ݏ݁ݖ݅݊݃݋ܿ݁ݎ ܩ ݂݅

   ܨ ݊ݎݑݐ݁ݎ
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, )CNFשקול לו מצורת  'Gנקח  CNFרת שאינו מצו Gועבור ( CNFשהוא מצורת  Gנקח את  :recognizesהצעה למימוש 

2݊-ניתנת לגזירה ב nשאורכה וידוע שכל מילה  െ מילה כלשהי מאורך  wעבור , לפיכך. CNFמצורת  Gי "צעדים בדיוק ע 1

i ,י "ניתן לבדוק את כל המילים באורך זה הנגזרות עG  ולבדוק האםw נחזיר , אם כן. היא אחת מהןT , אחרת נחזירF.  

  :נכונות

בצורת  CFGשהוא  Gלכל : כיוון שמבצעת מספר סופי של פעולות, פונקציה חשיבה ሻܩሺ݁ݐ݂݅݊݅݊ܫݏ݅, )b(בדומה לסעיף 

CNF ,משתנים קבוצת הV כל המילים האפשריות מגודל : לפיכך מספר המילים שנבדוק יהיה סופי, ߑכמו גם , היא סופית

2|௏| ൅ ∑: כ"סה( ߑמעל השפה  ௏|ାଵ|2ועד גודל  1 ௜ଶ|ೇ|శభ|ߑ|

௜ୀଶ|ೇ|ାଵ  כל מילה שבודקים היא סופית ). מספר סופי –מילים שונות

  .)Gי "לפי האלגוריתם המוצע לזיהוי מילה ע( אותה או לאמזהה  Gולכן ישנה תשובה האם 

, תאחר. Tנחזיר  זההמ G-ולכן כאשר נתקל במילה ש, אינסופית ሻܩሺܮאזי , אם קיימת מילה מאורך כזה, )c(לפי סעיף , כעת

  .Fנחזיר 

  

)e(  

|ሻܣሺܮ|קובע האם , אוטומט סופי דטרמיניסטי Aלהלן אלגוריתם אשר בהינתן  ൌ 2009:  

ሻܣ2009ሺݏ݅ ؔ 

  :ܨ ݐ݈݁ ܰ ՜ ,כߑ ݊݅ ݏ݀ݎ݋ݓ ݈݈ܽ ݎ݋݂ ݎ݋ݐܽݎ݁݉ݑ݊݁ ݊ܽ ܾ݁ כߑ  ݀݁ݎ݁݀ݎ݋ ݕ݈݈ܽܿ݅ݐܾ݄݁ܽ݌݈ܽ

  ∑ሺ ݎ݋ ሻܣሺ݁ݐ݂݅݊݅݊ܫݏ݅ ݂݅ ௜|ொ|ିଵ|ߑ|
௜ୀ଴ ൏ 2009ሻ ܨ ݊ݎݑݐ݁ݎ ݄݊݁ݐ 

  ݎ݁ݐ݊ݑ݋ܿ ՚ 0 

  ݅ ݎ݋݂ ؔ ∑ ݋ݐ 0 ௜|ொ|ିଵ|ߑ|
௜ୀ଴  :݋݀ 

    ݎ݁ݐ݊ݑ݋ܿ ݄݊݁ݐ ሺ݅ሻܨ ݏݐ݌݁ܿܿܽ ܣ ݂݅ ՚ ݎ݁ݐ݊ݑ݋ܿ ൅ 1 

    ݎ݁ݐ݊ݑ݋ܿ ݂݅ ൐  ܨ ݊ݎݑݐ݁ݎ ݄݊݁ݐ 2009

  ݎ݁ݐ݊ݑ݋ܿ ݂݅ ൏  ܨ ݊ݎݑݐ݁ݎ ݄݊݁ݐ 2009

   ܶ ݊ݎݑݐ݁ݎ ݁ݏ݈݁
  :נכונות

הראנו כי , כמו כן. וניתן למנותו בסדר אלפאביתי, ב סופי"שכן זהו א כߑ-קיים אנומרטור ל: חשיבה ሻܣ2009ሺݏ݅

∑וכי , היא פונקציה חשיבה ሻܣሺ݁ݐ݂݅݊݅݊ܫݏ݅ ௜|ொ|ିଵ|ߑ|
௜ୀ଴ וכל , גם הלולאה הינה סופית, לפיכך. הוא מספר סופי ולכן חשיב

  .שאר הפעולות ברורות וחשיבות

מקסימום המילים שיתכן (או האם מספר המילים הפוטנציאלי שהשפה מקבלת , תחילה נבדוק האם השפה אינסופית

,ߑותקבל בהינתן  |ሻܣሺܮ|בשני מקרים אלה ניתן לקבוע מיד כי . 2009- קטן מ )אם השפה סופית Aלקלט  ܳ ് , תכע. 2009

|ܳ|ועד  0- נרוץ על כל המילים האפשריות שגודלן הוא מ െ ונמנה , )Aי "ומעלה בודאות לא תתקבל ע |ܳ|כל מילה מגודל ( 1

|ሻܣሺܮ|ניתן לקבוע שוב כי , מילים 2009- אם עברנו בדרך את ה. מקבל מתוכן A-את מספר המילים ש ് בתום . 2009

אזי , 2009- והרי אין לנו יותר מ, 2009- אם אין לנו פחות מ. Fשכן אז נחזיר , 2009- הלולאה נבדוק רק שאין לנו פחות ממש מ

|ሻܣሺܮ|מתקיים כי  ൌ   .כנדרש, Tויוחזר  2009
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)f(  

|ሻܩሺܮ|קובע האם , CNFדקדוק חסר הקשר מצורת  Gלהלן אלגוריתם אשר בהינתן , )e(באופן דומה לסעיף  ൌ 2009:  

ሻܩ2009ሺݏ݅ ؔ 

  :ܨ ݐ݈݁ ܰ ՜ ,כߑ ݊݅ ݏ݀ݎ݋ݓ ݈݈ܽ ݎ݋݂ ݎ݋ݐܽݎ݁݉ݑ݊݁ ݊ܽ ܾ݁ כߑ  ݀݁ݎ݁݀ݎ݋ ݕ݈݈ܽܿ݅ݐܾ݄݁ܽ݌݈ܽ

  ∑ሺ ݎ݋ ሻܩሺ݁ݐ݂݅݊݅݊ܫݏ݅ ݂݅ |௜ଶ|ೇ|ߑ|
௜ୀ଴ ൏ 2009ሻ ܨ ݊ݎݑݐ݁ݎ ݄݊݁ݐ 

  ݎ݁ݐ݊ݑ݋ܿ ՚ 0 

  ݅ ݎ݋݂ ؔ ∑ ݋ݐ 0 |௜ଶ|ೇ|ߑ|
௜ୀ଴  :݋݀ 

    ݎ݁ݐ݊ݑ݋ܿ ݄݊݁ݐ ሺ݅ሻܨ ݏ݁ݖ݅݊݃݋ܿ݁ݎ ܩ ݂݅ ՚ ݎ݁ݐ݊ݑ݋ܿ ൅ 1 

    ݎ݁ݐ݊ݑ݋ܿ ݂݅ ൐  ܨ ݊ݎݑݐ݁ݎ ݄݊݁ݐ 2009

  ݎ݁ݐ݊ݑ݋ܿ ݂݅ ൏  ܨ ݊ݎݑݐ݁ݎ ݄݊݁ݐ 2009

   ܶ ݊ݎݑݐ݁ݎ ݁ݏ݈݁
  :נכונות

הראנו כי , כמו כן. וניתן למנותו בסדר אלפאביתי, ב סופי"שכן זהו א כߑ-ומרטור לקיים אנ: חשיבה ሻܩ2009ሺݏ݅

∑וכי , היא פונקציה חשיבה ሻܩሺ݁ݐ݂݅݊݅݊ܫݏ݅ |௜ଶ|ೇ|ߑ|
௜ୀ଴ וכל שאר , גם הלולאה הינה סופית, לפיכך. הוא מספר סופי ולכן חשיב

  .הפעולות ברורות וחשיבות

מקסימום המילים שיתכן (האם מספר המילים הפוטנציאלי שהשפה מקבלת או , תחילה נבדוק האם השפה אינסופית

,ߑבהינתן ותזהה  |ሻܩሺܮ|בשני מקרים אלה ניתן לקבוע מיד כי . 2009-קטן מ) אם השפה סופית Gלקלט  ܸ ് , כעת. 2009

|௏|2כל מילה מגודל ( |௏|2ועד  0-נרוץ על כל המילים האפשריות שגודלן הוא מ ൅ ונמנה , )Gי "ע זוההומעלה בודאות לא ת 1

|ሻܩሺܮ|ניתן לקבוע שוב כי , מילים 2009- אם עברנו בדרך את ה. מתוכןמזהה  G-את מספר המילים ש ് בתום . 2009

אזי , 2009- והרי אין לנו יותר מ, 2009- אם אין לנו פחות מ. Fשכן אז נחזיר , 2009- הלולאה נבדוק רק שאין לנו פחות ממש מ

|ሻܩሺܮ|מתקיים כי  ൌ   .רשכנד, Tויוחזר  2009

  

)6(  

)a( ܮ: תהי שפה ൌ ൛3௡0௜1௝2௞ ห ݂݅ ݊ ൌ ݅ ݄݊݁ݐ 1 ൌ ݆ ൌ ݇ሽ  

  :אינה חסרת הקשר L-להלן הוכחה שלא ניתן להוכיח באמצעות למת הניפוח ש

  :תחילה נחלק את השפה לשתי קבוצות

ܮ ൌ ଶܮڂଵܮ ؔ ሼ30௞1௞2௞ | ݇ א Գሽڂ൛3௡0௜1௝2௞ ห ݊, ݅, ݆, ݇ א Գ, ݊ ് 1ሽ 

݌היא שפה חסרת הקשר בעלת קבוע ניפוח  Lנניח כי  ൐ ܮ-כיוון ש. 0 ൌ ,ଵܮהוא גם קבוע הניפוח של  pאזי  ଶܮڂଵܮ . ଶܮ

  :ଵܮנסתכל תחילה על . נראה כי כל מילה בשפות אלו שומרת על משפט הניפוח

|ݓ|המקיימות  ଵܮ-ב wנסתכל על כל המילים  ൒ |ݓ|: ݌ ൌ |30௞1௞2௞| ൌ 1 ൅ 3݇ ൒ ݌ ֞ ݇ ൒ ௣ିଵ
ଷ

את  w-נבחר ל. 

ݓ: החלוקה הבאה ൌ ݑ: כאשר ݖݕݔݒݑ ൌ ,ߝ ݒ ൌ ݕݔݒבאופן כלשהו המקיים  0௞1௞2௞מתחלק על פני  ݖݕݔ-ו 3 ൑ . ݌

-כלומר שווה ל(מינימלי  kבמקרה בו : חלוקה זו אפשרית כיוון ש
௣ିଵ

ଷ
ݖݕݔניתן לבחור , ) ൌ 0௞1௞2௞ ומתקיים:  

|ݕݔݒ| ൑ |ݖݕݔݒ| ൌ 1 ൅ 3 · ௣ିଵ
ଷ

ൌ ݌ ൑  pעד גודל  wניתן פשוט לבחור איזשהו צירוף מיתרת גדול  kבמקרה בו . ݌
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݅עבור : שהוא נקבל iכעת אם ננפח את המילה לכל . ݕݔݒשיהווה את  ൌ  iעבור כל ; )טרוויאלי(נשאר עם אותה מילה  1

݅כאשר  3௜0௛1௟2௠אחר נקבל מילה מהצורה  ് 1 ,݄, ݈,   .L-ולכן שייכת ל ଶܮ-מילה זו שייכת ל. כלשהם ݉

|ݓ|המקיימות  ଶܮ- ב wנסתכל על כל המילים  ൒ ݊אם : ݌ ൌ ݓאז  0 ൌ 0௜1௝2௞ , ݅עבור ൅ ݆ ൅ ݇ ൒ במקרה . כלשהם ݌

ݓזה נקח את החלוקה  ൌ ݑ-כך ש ݖݕݔݒݑ ൌ |ݕݔݒ|ושארית החלוקה תקיים , יהיה התו הראשון במחרוזת ݒ, ߝ ൑  ݌

|ݕݖݔݒݑ|-אפשרי כיוון ש( ൌ 1 ൅ 1 ൅ |ݖݕݔ| ൌ |ݓ| ൒ ݌ ֜ |ݖݕݔ| ൒ ݌ െ ݌ניתן לבחור מתוך מינימום ו, 2 െ התווים  2

נקבל מילה מהצורה  iנקבל כי לכל עבור החלוקה המוגדרת . )הנותרים מספר כלשהו של תווים שיקיים את הנדרש

0௛1௟2௠ , ݄עבור, ݈, ݊שכן  ଶܮ-ומילה זו שייכת ל, כלשהם ݉ ൌ ,݄ולכן אין הגבלה על , )לא מופיע במילה 3( 0 ݈, במקרה . ݉

݊בו  ൒ ݑנבחר את  2 ൌ ݒ, ߝ ൌ |ݕݔݒ|תקיים  wוחלוקת שארית  3 ൑ כאשר , 3௤0௛1௟2௠: כאן נקבל מילה מהצורה. ݌

ݍ ൒ ݍאו  2 ൌ ݅אם נבחר ( 0 ൌ ,݄אין לנו הגבלה על היחס בין , כך או כך). בניפוח 0 ݈,   .L-ולפיכך ל ଶܮ- והמילה שייכת ל ݉

  .חסרת הקשרמוגדרת לעיל אינה ה Lשהשפה ) בלבד(לא ניתן להוכיח באמצעות למת הניפוח  ֚

  

)b(  

  :אינה חסרת הקשר) a(כמוגדרת בסעיף  L-להלן הוכחה ש

ᇱܮ: נגדיר את השפה הרגולרית הבאה ൌ 3 · ሺ0 ൅ 1 ൅ 2ሻנניח בשלילה כי . כL אזי מתכונות סגירות של , חסרת הקשר

ᇱܮځܮשפות חסרות הקשר יתקיים כי  ൌ ሼ30௡1௡2௡ | ݊ א Գሽ נניח כי קבוע הניפוח של השפה . גם כן חסרת הקשר

ݓנתבונן במילה , pשקיבלנו הוא  ൌ 30௣1௣2௣ . ݓנמצא חלוקה ൌ וברור כי , המקיימת את תנאי למת הניפוח ݖݕݔݒݑ

|ݓ| ൒ ݒאם . ݌ ൌ ݅נבחר , 3 ൌ לכל מקרה אחר . ולכן המילה אינה בשפה, מופיע במילה יותר מפעם אחת 3-ונקבל ש 2

݅י בחירת "וע, 'a','b','c'מבין  תווים שונים 2יכלול לכל היותר  ݕݔݒ ൌ  'a','b','c'-ה הופעות המילה כך שמספר נשנה את 2

 L-ומכאן ש, החיתוך שקיבלנו אינו שפה חסרת הקשר, לכן. ולכן המילה שתתקבל לא תהיה בשפה, לא יהיה שווהבמילה 

  .אינה חסרת הקשר
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  :רגולרית ሻܮሺ݂݈ܽܪ ֚רגולרית  L: טענה

௘௩௘௡ܮאזי השפה , שפה רגולרית Lתהי  ൌ ሼݓ א |ݓ| | ܮ א Գ௘௩௘௡ሽ יהי : היא גם שפה רגולריתA  אוטומטDFA  מקבל

,ଵܣנסמנם ( Aהמורכב משני אוטומטי  ௘௩௘௡ܣ DFA אזי ניתן לבנות אוטומט, Lלשפה  ଴ݍ-כך שמתחילים ב) ଶܣ א וכל , ଵܣ

כלומר לא יהיו מצבים ( ଵܣ-כל מצב מקבל יהיה מקבל אך ורק ב, כמו כן. או הפוך ଶܣ-ל ଵܣ-יקח אותנו מ A-ב ߜמעבר 

שכן תגיע לאחר מספר זוגי של מצבים למצב , ௘௩௘௡ܣי האוטומט "תתקבל ע L-כל מילה שאורכה זוגי ב, כך). ଶܣ-מקבלים ב

  .יא שפה רגולריתה ௘௩௘௡ܮלפיכך . לא תתקבל, L-או כל מילה שאינה ב L-וכל מילה שאינה זוגית מ, ଵܣ- מקבל ב

ሻܮሺ݂݈ܽܪברור כי  ൌ   :היא שפה רגולרית ௘௩௘௡ሻܮሺ݂݈ܽܪמדוע ) לא פורמלי(להלן הסבר . ௘௩௘௡ሻܮሺ݂݈ܽܪ

  :באופן הבא ு௔௟௙ሺ௅೐ೡ೐೙ሻܣ DFA אוטומטנבנה 

נניח וקיים לנו מסלול . ௘௩௘௡ܣ- נתחיל לבחון מסלולים מקבלים ב. רק ללא מצבים מקבלים כלל, ௘௩௘௡ܣנעתיק בדיוק את 

௢ݍמקבל  ՜ ڮ ՜ ೖݍ
మ

՜ ڮ לכל מסלול שבסופו : טענה אותה לא נוכיח. כמצב מקבל ௞ݍנסמן את  ு௔௟௙ሺ௅೐ೡ೐೙ሻܣ-באזי , ௞ݍ

כדי לקבל אוטומט שאכן מקבל את  ு௔௟௙ሺ௅೐ೡ೐೙ሻܣ-ישנו מספר סופי של מצבים שנצטרך לסמן כמקבלים ב, מצב מקבל

, )0- החל מ(הסיבה לכך היא שבכל מעגל הנמצא על מסלול מקבל ניתן לבחור לעבור כמה פעמים שנרצה . ௘௩௘௡ሻܮሺ݂݈ܽܪ

ואורך , אורכם, תלוי מספר המעגלים במסלול, וישנו מספר סופי של קומבינציות מעברים בכל המעגלים על המסלול

לסמן  ௘௩௘௡ܣלפיכך נוכל לכל אוטומט . ת המסלול המקבל הזהא" מיצינו"אותן נצטרך לבדוק עד שנוכל לקבוע כי , המסלול

מבניית האוטומט ברור כי מתקיים  .תוך מספר סופי של צעדים - ு௔௟௙ሺ௅೐ೡ೐೙ሻܣ-את כל המצבים הנדרשים להיות מקבלים ב

ݓ ݏݐ݌݁ܿܿܽ ு௔௟௙ሺ௅೐ೡ೐೙ሻܣ ֞ ݓ א ௘௩௘௡ሻܮሺ݂݈ܽܪ ൌ   .כנדרש, היא שפה רגולרית ሻܮሺ݂݈ܽܪולפיכך , ሻܮሺ݂݈ܽܪ


