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  1ר "סיכומים במד

  )ודים אוסטפנקו' פרופ( 2009סמסטר קיץ 

  :סיכומי תרגולים

  :1תרגול 

  :ר ודרכי פתרון"סוגים של מד

  .המצורף כתוצאה מאינטגרציה cלשים לב לקבוע : חשוב

  דרך פתרון  צורה  שיטה

הפרדת 

  משתנים

ᇱݕ ൌ ݃ሺݔሻ · ݄ሺݕሻ : י העברת אגפים ואינטגרציה לפי כל משתנה בנפרד"פתרון ע ௗ௬
ሺ௬ሻ

ൌ  ݃ሺݔሻ݀ݔ.  

משוואות 

 הומוגניות

  :משוואות המקיימות

݂ሺݔߣ, ሻݕߣ ൌ ݂ሺݔ,  ሻݕ
ᇱݕניתן להציג בצורה  ൌ ݂ ቀ௫

௬
ቁ . ݑנסמן ൌ ௬

௫
  ).הפרדת משתנים(ונקבל משוואה מהצורה לעיל  

משוואות 

לינאריות 

  )1מסדר (

ᇱݕ  ሻݔሺ · ݕ ൌ  ሻݔሺݍ

ݍכאשר  ؠ   הומוגניתהמשוואה  0

ሻݔሺݖמציבים  • ൌ ݕ · ݁ ሺ௫ሻௗ௫. 

ሻݔᇱሺݖ: Ԣݖמחשבים את  • ൌ ᇱݕ · ݁ ሺ௫ሻௗ௫  ݕ · ൫݁ ሺ௫ሻௗ௫൯
ᇱ

. 

ᇱݕמבודדים מתוך האגף הימני את  •  ሻݔሺ · מתקבל ביטוי . ሻݔሺݍומציבים במקום זה את  ݕ

 .בלבד ݔכפונקציה של  ሻݔᇱሺݖשל 

 .ݕממנה מבודדים את , ݖמבצעים אינטגרציה על מה שהתקבל ומשווים להצבה המקורית של  •
משוואות 

  ברנולי

ᇱݕ  ሻݔሺ · ݕ ൌ ሻݔሺݍ ·  ݕ

  

ିݕ: כותבים את המשוואה בצורה • · ᇱݕ  ሻݔሺ · ଵିݕ ൌ  .ሻݔሺݍ

ݖמסמנים  • ൌ ᇱݖולכן  ଵିݕ ൌ ሺ1 െ ݊ሻିݕݕԢ. 

: מציבים במשוואה ומקבלים משוואה לינארית •
௭ᇲ

ଵି
 ሻݔሺ · ݖ ൌ  :או ሻݔሺݍ

ᇱݖ  ሺ1 െ ݊ሻሺݔሻᇣᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇥ
ೢ

ݖ ൌ ሺ1 െ ݊ሻݍሺݔሻᇣᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇥ
ೢ

 

  .ݕוממנו מוצאים את  ݖמוצאים את  •

משוואות 

  מדוייקות

,ݔሺܯ ݔሻ݀ݕ  ܰሺݔ, ݕሻ݀ݕ ൌ אם  • 0
డெ
డ௬

ൌ డே
డ௫

 .ואין צורך במציאת גורם אינטגרציה, אזי המשוואה מדוייקת 

,ݔሺݑ: הפתרון הוא מהצורה • ሻݕ ൌ ,ݔሺݑ: המקיים ܿ ሻݕ ൌ  ,ݔሺܯ ݔሻ݀ݕ  ߰ሺݕሻ. 

௬ݑמתקיים : ሻݕሺ߰כדי למצוא את  • ൌ ܰሺݔ, ,ݔሺܰולכן  ሻݕ ሻݕ ൌ ௗሺ ெሺ௫,௬ሻௗ௫ሻ
ௗ௬

 ߰ᇱሺݕሻ .

 .ሻݕሺ߰י אינטגרציה מחשבים את "וע ሻݕᇱሺ߰מחשבים את 

,ݔሺݑ: ורק אז מוסיפים את הקבוע uלבסוף מקבלים את  • ሻݕ ൌ ܿ. 

  :מציאת גורם אינטגרציה

י הכפלה בגורם "ניתן להגיע למשוואה מדוייקת ע, כאשר לא מתקיים התנאי הראשון •

,ݔሺߤאינטגרציה שנסמנו   .ሻݕ

o  אם
ெିேೣ

ே
ൌ ,ݔሺߤ: אז )בלבד ݔשל ' פונ( ሻݔሺ ሻݕ ൌ ݁ ሺ௫ሻௗ௫. 

o  אם
ேೣିெ

ெ
ൌ ,ݔሺߤ: אז ሻݕሺݍ ሻݕ ൌ ݁ ሺ௬ሻௗ௬. 

ߤהמשוואה  • · ᇣᇤᇥܯ
ெೢ

ݔ݀  ߤ ·ถܰ
ேೢ

ݕ݀ ൌ   מדוייקת 0
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  :2,3 יםתרגול

  :קירובים

  :אויילר) קירוב(שיטת 

Ԣݕר "בהינתן מד ൌ ݂ሺݔ, ሻݔሺݕותנאי התחלה  ሻݕ ൌ   :הנוסחה. על אינטרוולים קטנים yהאינטגרל של ' השיטה מסתמכת על חישוב פונ ݕ

൜ݕାଵ ൌ ݕ  ݄ · ݂ሺݔ, ሻݕ
ݔ ൌ ݔ  ݄ · ݇, ݇ ൌ 0,1,2,   .הוא אורך האינטרוול ݄כאשר     …

,ݔሾעל קטע : (תיאור השיטה   )ሿݔ

,ݔh :ሾחלקים שווים באורך  n-מחלקים את הקטע ל • ,ଵሿݔ … , ሾݔିଵ, ݔ
ୀ௫

ሿ. 

,ݔሾבקטע  • ,ݔሺמוצאים את הישר העובר דרך  ଵሿݔ ,ݔሺ݂ששיפועו  ሻݕ ,ଵݔሺ, הבאה' היא הנק ଵݔנקודת החיתוך שלו עם הישר . ሻݕ  .ଵሻݕ

,ݔሺמחברים בין הנקודות  • ,ሻݕ ሺݔଵ,  .ממשיכים כך עד הקטע האחרון. ଵሻݕ

ݕמשוואת ישר היא : תזכורת. מקורב לפתרון' ל גרף פונמתקב െ ݕ ൌ ݉ · ሺݔ െ   .ሻݔ

  :קירוב פיקרד

ݔר "בהינתן מד
. ሺݐሻ ൌ ݂ሺݐ, ሻݐሺݔעם תנאי התחלה  ሻݔ ൌ ሻݐቊ߮ାଵሺ: כאשר ሼ߮ሽ' י סדרת פונ"הקירוב הוא ע, ݔ ൌ ݔ   ݂ሾݏ, ߮ሺݏሻሿ݀ݏ௧

௧బ
߮ ؠ ݔ

  

  :קיום ויחידות

ݔבהינתן 
.

ൌ ݂ሺݐ,   :ሻݔ

ݔ: דוגמא. לא בהכרח יחיד, אז קיים פתרון רציפה fאם  •
.

ൌ ݔ
మ
య. 

 .אז הפתרון הוא יחיד גזירהגם  fאם  •

,ݔשל (כדי למצוא את תחומי הפאזה  ֚   .גזירה ורציפה fנמצא את התחומים בהם , ר פתרון יחיד"בהם יש למד) ݐ

  :י טורי חזקות"ר ע"פתרון מד

ݕר "בהינתן מד ൌ ݂ሺݔ,   :ሻݕ

ሻݔሺݕ: מסמנים פתרון כללי בצורת טור חזקות • ൌ ∑ ܿሺݔ െ ሻஶݔ
ୀ .מכך מתקבל: 

ሻݔᇱሺݕ ൌ ∑ ݇ܿሺݔ െ ሻିଵஶݔ
ୀଵ , ሻݔᇱᇱሺݕ ൌ ∑ ݇ሺ݇ െ 1ሻܿሺݔ െ ሻିଶஶݔ

ୀଶ וכו'.  

  !'וכו ᇱݕעבור  y ,1עבור  0במקרה זה  – בטורים kלשים לב מהיכן מתחיל 

ሻݔሺݕ: ሼܿሽתנאי התחלה יקבעו את תחילת הסדרה  ൌ ܿיקבע את  ݕ ൌ ሻݔᇱሺݕ, ݕ ൌ ଵܿיקבע את  ଵݕ ൌ   .וכן הלאה ଵݕ

 .ר"ל במד"הנמציבים את הטורים  •

ݔሺלכל חזקה  י פולינוםמבצעים השוואת מקדמ • െ י תנאי ההתחלה "ע: יםמפתרונה נקבל פתרון לכל המקדמ .מערכת משוואות אינסופית – ሻݔ

 .ר"ומכאן לפתרון המד, ܿונוסחת הנסיגה נוכל להגיע לפתרון כללי עבור 

՜ஶ݈݉݅: מציאת רדיוס ההתכנסות • ቚ 
శభ

ቚ ൌ ܴ. 

  :טורים עד סדר כלשהו י"פתרון ע

ሻݔሺݕ: למשל, עד הסדר הרצוי yמייצגים את  • ൌ ܿ  ܿଵݔ  ܿଶݔଶ  ܿଷݔଷ  ܿସݔସ. 

,ᇱݕאת  • ሻݔᇱሺݕ: בהתאםמחשבים  ԢԢݕ ൌ ܿଵ  2ܿଶݔ  3ܿଷݔଶ  4ܿସݔଷ ,ݕᇱᇱሺݔሻ ൌ 2ܿଶ  6ܿଷݔ  12ܿସݔଶ. 

למשל בדוגמא לעיל ). ԢԢݕלרוב (ר "הנגזרת הגבוהה ביותר המופיע במד, ሺሻݕ-נסתכל על הגורמים עד הסדר הגבוה ביותר המופיע בר "בהצבה במד •

 .י השוואת מקדמי פולינום"פתרון סופי מתקבל ע. מכל שאר הגורמים נתעלם. 2נסתכל רק על גורמים עד סדר 

  :נקודות סינגולריות רגילות

ᇱᇱݕሻݔሺܲבמשוואות מהצורה   ܳሺݔሻݕᇱ  ܴሺݔሻݕ ൌ ݔ௫՜௫బሺ݈݉݅: היא נקודה סינגולרית רגילה אם ݔ, 0 െ ሻݔ · ொሺ௫ሻ
ሺ௫ሻ

, ݈݅݉௫՜௫బሺݔ െ ሻݔ · ோሺ௫ሻ
ொሺ௫ሻ

 

  :ר באופן הבא"ניתן לפתור את המד, אם כן .סופייםהם גבולות 

ሻݔሺݕמציבים  • ൌ ሺݔ െ ሻݔ · ∑ ܿሺݔ െ ሻஶݔ
ୀ  ݕכלומרሺݔሻ ൌ ∑ ܿሺݔ െ ሻାஶݔ

ୀ. 
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 .ሻݎሺܨנסמנו . ݎ- הוא הפולינום האינדיציאלי שהוא ריבועי ב ܿומתקבל שהמקדם של , ר"כמו קודם גוזרים ומציבים את הטורים במד •

,ᇱݕלשים לב שכאן הטורים של  ݇- מתחילים גם כן מ ԢԢݕ ൌ ሻݔᇱሺݕ( !0 ൌ ∑ ሺ݇  ݔሻܿሺݎ െ ሻାିଵஶݔ
ୀ וכו'(  

 :יתקבלו הפתרונות, שני שורשים ממשיים שונים שההפרש ביניהם לא שלם ሻݎሺܨ- אם ל: מקרה ספציפי

ሻݔଵሺݕ ൌ ሺݔ െ ሻభݔ ∑ ܽሺݔ െ ሻஶݔ
ୀ , ሻݔଶሺݕ ൌ ሺݔ െ ሻమݔ ∑ ܾሺݔ െ ሻஶݔ

ୀ ,ݕ: והפתרון הכללי הואሺݔሻ ൌ ܿଵ · ଵݕ  ܿଶ · ,ଵܿ עבור ଶݕ ܿଶ 

,ܽאת ( קבועים כלשהם ܾ נוי נוסחת הנסיגה המתאימה לשורשים שמצא"מוצאים ע.(  

  

  :4תרגול 

  :דיוקן פאזה של מערכת אוטונומית

ݔ: למשל, t-מערכת משוואות דיפרנציאליות שאגף ימין שלה אינו תלוי ב: מערכת אוטונומית
.

ൌ ݊( ሻݔሺܨ ൌ ݔ; )1
..

ൌ ,ݔሺܨ ݔ
.
ሻ )݊ ൌ   .'וכו) 2

ݐሺݔפתרון למערכת אוטונומית אזי גם  ሻݐሺݔאם : טענה  ݊݅ݏאם (ון פתר ሻߙ ݏܿגם , פתרון ݐ   ).פתרון ݐ

ݔשל המערכת  ሻݐሺݔקו שהפתרון : קו פאזה
.

ൌ   .או מתלכדים, שני קוי פאזה או לא נחתכים: נשים לב. Թמצייר במרחב  ሻݔሺܨ

  :עקומת פאזה עבור משוואות ניוטון

ݔ: החוק השני של ניוטון
..

 ݂ሺݔሻ ൌ ݔ: מכאן; )משוואה אוטונומית( 0
.
ݔ
..

െ ݔ
.
݂ሺݔሻ ൌ ሻݔᇱሺݑנסמן  .0 ൌ ݂ሺݔሻ:  

: האינטגרל הראשון
௫
. మ

ଶ
 ሻݔሺݑ ൌ   .הגורם השמאלי הוא האנרגיה הקינטית והימני הוא הפוטנציאלית -  ܧ

  :שרטוט קווי פאזה

ݔ: עוברים למערכת משוואות מסדר ראשון •
..

 ݃ሺݔᇱ, ݕלאחר סימון  ሻݔ ൌ ݔ
.

ݔ൜: הופך למערכת המשוואות 
.

ൌ ݕ
ݕ
.

ൌ െ݃ሺݔᇱ, מכאן מתקבל השדה . ሻݔ

,ݔሺܨ: הוקטורי ሻݕ ൌ ൫ݕ, െ݃ሺݔᇱ,  .ሻ൯ݔ

ሻݔᇱሺݑ: ሻݔሺݑמחשבים אינטגרל ראשון  • ൌ ݃ሺݔᇱ,  .גורם זה תתן את התוצאהואינטגרציה על  ሻݔ

,ݔሺܨ: 0- י השוואה ל"מוצאים נקודות קריטיות ע • ሻݕ ൌ ሺ0,0ሻ. 

,ሺܽעבור נקודות קריטיות  • ܾሻ ݑהנקודות הקריטיות של , שהתקבלוሺݔሻ  הם൫ܽ,  .ሺܽሻ൯ݑ

 .מקסימום/כדי לזהות מינימום ሻݔሺݑמחשבים נגזרת שניה של  •

ܧ הכוללתשהם האנרגיה (ועליו משרטטים את כל קוי הגובה , ሻݔሺݑמשרטטים את גרף  •   .האפשריים בהתאמה למקרים השונים) ሻݔሺݑ

משרטטים על גרף . מתאימה לקוי הפאזה שנשרטט' תיאור מהירותו ותנועתו על גרף הפונ. כמסילה עליה נוסע כדור' ניתן לדמות את גרף הפונ •

 :בהתאם לעקרונות הבאים Eמישור הפאזה את קוי הפאזה המתאימים לכל אחד מהמקרים השונים של 

o ܧ-כיוון ש  ܧאז במקומות בהם  ሻݔሺݑ ൏  .אין קוי פאזה) 'ובה קטנים מהפונקוי ג( ሻݔሺݑ

o הכדור עומד במקומו(תהיה במישור הפאזה נקודה סינגולרית בודדת , קיצון' במקומות בהם יש חיתוך עם נק.( 

o  ככל שהאנרגיה (ן בקצוות ושיא בקיצו 0יש תנועה מחזורית עם מהירות , )למשל            כמו ( יש חיתוך חלק קעור במקומות בהם

 .        במקרה זה קוי הפאזה מהצורה ). כך הקינטית קטנה יותר ולהיפך, גובהית גדולה יותר- הפוטנציאלית

o ݔ- סימטריה ביחס לציר ה. 

ݔ משוואות מהצורה
..

 ݔܽ
.

 ܾ ൌ 0:  

ݔנסמן  •
.

ൌ ௗ௫
ௗ௧

ൌ : ומכאן ݕ
ௗ௬
ௗ௧

ൌ ௗ௬
ௗ௫

· ௗ௫
ௗ௧

ൌ ݕ · ௗ௬
ௗ௫

ൌ ݔ
..

ൌ െܽݔ
.

െ ݔܾ ൌ െܽݕ െ  .ݔܾ

,ݔሺܨ: מכאן • ሻݕ ൌ ሺݕ, െܽݕ െ  .הוא השדה הוקטורי ሻݔܾ

  

  :5תרגול 

  :ואינטגרל ראשון Lieנגזרות 

:݂, Uבתחום  ݔ' וקטור היוצא מנק ݒיהי  ܷ ՜ Թ ו-߮: ܫ ՜ ሺ0ሻ߮- כך ש ݒעם מהירות  ݔעקומה פרמטרית המשאירה את  ܷ ൌ ,ݔ ߮
.
ሺ0ሻ ൌ ניתן . ݒ

݂להגדיר את ההרכבה  ל ߮: ܫ ՜ Թ.  
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௩݂ܮ: הוא ݒבכיוון הוקטור  ݂' הנגזרת של פונ: נגזרת כיוונית ؔ ௗ
ௗ௧

݂ ל ߮|௧ୀ ൌ ∑ డ
డ௫

· ݒ

ୀଵ.  

:݂- שדה וקטורי ו Vיהי  ܷ ՜ Թ ,אז:  

:݂ܮחדשה ' הוא פונ Vבכיוון השדה  f' הנגזרת של הפונ: ݂של  Lieנגזרת  ܷ ՜ Թ  בכיוון וקטור השדה  ݂הערך שלה הוא הנגזרת של  ݔשבכל נקודה

ሻݔ݂ሻሺܮሺ: ݔ- היוצא מ ൌ   .݂של  Lieהיא נגזרת  ݂ܮהפונקציה . ሺ௫ሻ݂ܮ

:݂, שדה וקטורי Vיהי : )הגדרה פורמלית(האינטגרל הראשון  ܷ ՜ Թ ݔהיא אינטגרל ראשון של המשוואה  ݂. דיפרנציאבילית
.

ൌ ܸሺݔሻ  אם מתקיים

݂ܮ ൌ :߮אינטגרל ראשון אם היא קבועה לאורך כל פתרון  ݂: הגדרה שקולה קלה יותר לבדיקה .0 ܫ ՜ ݂כלומר על , ܷ ל   .היא קבועה ߮

  :מערכת משוואות לינאריות

:ܣיהי  Թ ՜ Թ ומערכת , אופרטור לינאריn  המשוואה ). בקיצור משוואה לינארית(עם מקדמים קבועים  1משוואות לינאריות הומוגניות מסדר

ሻݔሺܸורי י השדה הוקט"הלינארית מוגדרת ע ൌ ݔ: והיא מהצורה ݔܣ
.

ൌ   .ݔܣ

ݔעבור סימון קורדינטות  ൌ ሺݔଵ, … , ݔ: ניתן לכתוב את המשוואה בצורת מערכת משוואות ሻݔ
.

ൌ ∑ ܽݔ

ୀଵ  1לכל  ݅   ൫ܽ൯כאשר , ݊

  .של המערכת המטריצה המייצגתזו היא ' מט .Aהמטריצה המייצגת של האופרטור 

  :פתרון מערכת מצורה זו

ሺ0ሻ߮עבור תנאי התחלה  ൌ ሻݐሺ߮: פתרון יהיה ݔ ൌ ݁௧ ·   .ݔ

݁: אקספוננט של אופרטור לינארי ൌ ܧ  ܣ  మ

ଶ!
 ڮ ൌ ∑ ೖ

!
ஶ
ୀ , כאשרE אופרטור יחידה/'מט. ݁ הינו גם כן אופרטור לינארי.  

,ଵߣאם המטריצה של האופרטור הלינארי אלכסונית עם איברי אלכסון  • … , ,ఒభ݁אלכסונית עם  ݁פרטור של האו' אז גם המט ߣ … , ݁ఒ באלכסון. 

 ).אלכסונית בבסיס כלשהו(שלו ניתנת ללכסון ' אם המט ניתן ללכסון Aאופרטור  •

ܣ-כך ש Aהמלכסנת של ' המט Pתהי  • ൌ ܲିଵܲܦ )D אזי, )אלכסונית :݁௧ ൌ ܲିଵ݁௧ܲ. 

  :௧݁מציאת 

  :Aתחילה מלכסנים את 

ሻߣሺמוצאים פולינום אופייני  • ൌ ܣሺ ݐ݁݀ െ ,ଵߣ: Aע של "ואת שורשיו שהם הע ሻܧߣ … ,  .ߣ

ܧߣי דירוג המטריצה "ע מתאים ע"נמצא ו ߣע "לכל ע • െ  .)יתכנו יותר מאחד(ע "מכאן נוציא את הו. 0- והשוואתה ל ܣ

൭: היא מהצורה Pכעת המטריצה המלכסנת  •
| … |

ଵݒ … ݒ
| … |

൱ ܦ-ו ൌ ൭
ଵߣ … 0
ڭ ڰ ڭ
0 … ߣ

൱ )ݒ ߣ- ע המתאים ל"הו.(  ିܲמחשבים אתଵ ) למשל בשיטת

 ).דירוג לצד מטריצת היחידה

௧݁: שלב סופי • ൌ ݁షభ௧ ൌ ܲ݁௧ܲିଵ. 

∑במקרים אחרים ניתן להסתכל על טור החזקות  ೖ௧ೖ

!
ஶ
ୀ  ולנסות למצוא חוקיות לחזקות שלA.  

  .סופית ݁נילפוטנטי אז הסדרה  Aאם . חזקה כלשהי הוא מתאפס) החל מ(אם עבור : אופרטור נילפוטנטי

  :תכונות אקספוננט

ሺ௧ା௦ሻ݁: לינאריות • ൌ ݁௧ · ݁௦. 

: דיפרנציאביליות •
ௗ
ௗ௧

݁௧ ൌ  .௧݁ܣ

ݔפתרון המשוואה הלינארית : )משפט(מסקנה 
.

ൌ ሺ0ሻ߮עם תנאי התחלה  ݔܣ ൌ ሻݐሺ߮הוא  ݔ ൌ ݁௧ ·   .ݔ

  :מציאת קבוצת פתרונות עבור מערכת משוואות

ݔבהינתן מערכת המשוואות . כאשר הפתרון הכללי הוא צירוף לינארי של כולם, להלן תפורט קבוצת הפתרונות הבסיסית
.

ൌ ܣכאשר  ݔܣ א   :ൈݐܽܯ

,ଵߣע ממשיים ושונים "ע nיש  A- אם ל • … , ,ଵ߮ע "עם ו ߣ … , ߮ ,קבוצת הפתרונות הבסיסית היא :൛߮ଵ݁ఒభ௧, … , ߮݁ఒ௧ൟ. 

 :dנסמנו , 1- ע כלשהו ריבוי אלגברי גדול מ"כאשר לע •

o הינו גם ) ריבוי גיאומטרי( ߣע "ע המתאימים לאותו ע"הו' אם מסd ,ߣהפתרונות עבור ' קב :൛߮ଵ݁ఒ௧, … , ߮ௗ݁ఒ௧ൟ. 
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o ݇הוא  ߣ- ע המתאימים ל"הו' אם מס ൏ ݀ :൛߮ଵ݁ఒ௧, … , ߮݁ఒ௧, ሺ߰ଵଵ  ߰ଵଶݐሻ݁ఒ௧, ሺ߰ଶଵ  ߰ଶଶݐ  ߰ଶଷݐଶሻ݁ఒ௧, … , ∑ ߰ௗି,ݐௗି
ୀଵ ݁ఒ௧ൟ ,

ሺ߰ଵଵ:למשל עבור, םי הצבה במשוואה והשוואת מקדמי"מוצאים ע ߰כאשר את   ߰ଵଶݐሻ݁ఒ௧  ݔוהמשוואה
.

ൌ וקטור נעלמים מסמנים , ݔܣ

ቀሺ߰ଵଵ: ומציבים ߰עבור   ߰ଵଶݐሻ݁ఒ௧ቁ
ᇱ

ൌ ܣ · ሺ߰ଵଵ  ߰ଵଶݐሻ݁ఒ௧ .ל"מהשוואת מקדמים נמצא את הוקטורים הנ. 

ఓ௧݁: ת"ב פתרונות ממשיים 2ת נשתמש בנוסחת אויילר לקבל, )ע"גם הצמוד שלו הוא עש( ߤע מרוכב "אם קיים ע • ൌ ݏܿ ݐߤ  ݅ ݊݅ݏ  :ݐߤ

ଵ݁ሺఈାఉሻ௧ݒ ൌ ଵ݁ఈ௧ݒ · ݁ఉ௧ ൌ ݏଵ݁ఈ௧ሺܿݒ ݐߚ  ݅ ݊݅ݏ ሻݐߚ ֜ ൛ݒଵ݁ሺఈାఉሻ௧ൟ ՜ ሼݒଵ݁ఈ௧ ݏܿ ݐߚ , ଵ݁ఈ௧ݒ ݊݅ݏ  ሽݐߚ
  

  :76, יםתרגול

  :לינאריזציה

ݔבהינתן משוואה 
.

ൌ ܸሺݔሻ י שדה וקטורי "המוגדרת עV ݔתהי , במרחב הפאזה ݔכ ניתן לקחת "בה. נקודה קריטית המאפסת את השדה ൌ אחרת ( ߠ

והשמטת שאר הגורמים נקראת , כאשר הגורם הראשון בו לינארי, פיתוח השדה סביב נקודה זו לטור טיילור). הקורדינטות' פשוט מזיזים את מע

ݔהמעבר מהמשוואה : לינאריזציה
.

ൌ ܸሺݔሻ ݕ: למערכת חדשה
.

ൌ ݕכאשר  ݕܣ א Թሺݎ ԧሻ ܣ-ו ൌ ൫ܽ൯
,ୀଵ


  :כלומר, הוא יעקוביאן 

ܽ ൌ డ
డ௫ೕ

|௫ୀ )נגזרת הרכיב ה -i לפי הרכיב ה-j ݕ: באופן אחר ).בנקודה קריטית
.
 ൌ ∑ ܽ · ݕ


ୀଵ.  

  :משוואות לינאריות במקדמים קבועים

  :2ר הומוגנית מסדר "פתרון כללי של מד

,ሻݔI ߮ଵሺ-ת ב"פתרונות ב 2ניתן למצוא בדיוק ) לרוב קבועים( Iשמקדמיה רציפים באינטרוול  2ר לינארית הומוגנית מסדר "לכל מד ߮ଶሺݔሻ  המקיימים

ܿଵ߮ଵሺݔሻ  ܿଶ߮ଶሺݔሻ ൌ ݔ 0 א ܫ ֞ ܿଵ ൌ ܿଶ ൌ ሻݔሺݕ: ר"פתרון כללי למד.ר"של המד בסיסית/קבוצה יסודיתזו  .0 ൌ ܿଵ߮ଵሺݔሻ  ܿଶ߮ଶሺݔሻ.  

  :וורונסקיאן

,ଵ߮יהיו  … , ߮ n ר לינארית הומוגנית בקטע "פתרונות של מדI  וורונסקיאן). קבועים: כאן(עם מקדמים רציפים:  

ܹሺ߮ଵ, … , ߮ሻሺݐሻ ൌ ݐ݁݀

ۉ

ۇ

߮ଵሺݐሻ ߮ଶሺݐሻ … ߮ሺݐሻ
߮ଵ

.
ሺݐሻ ߮ଶ

.
ሺݐሻ … ߮

.
ሺݐሻ

ڭ ڰ  ڭ
ଵ߮
ሺିଵሻሺݐሻ ߮

ሺିଵሻሺݐሻ … ߮
ሺିଵሻሺݐሻی

 ۊ

,ଵ߮הפתרונות  • … , ߮ଶ תלויים לינארית ב-I ݐמ "אמ א :ܫ ܹሺ߮ଵ, … , ߮ሻሺݐሻ. 

 .tלכל  0י הצבה בוורונסקיאן ובדיקה שלא מתקבל "ואי תלות ע, ר"י הצבה במד"ניתןם לבדוק נכונות ע, ר"בהינתן פתרונות למד: לפיכך •

  :פתרון משוואות לינאריות הומוגניות במקדמים ממשיים

ᇱᇱݕܽ: לא הומוגנית שמקדמיה קבועים וממשיים 2ר לינארית מסדר "בהינתן מד  ᇱݕܾ  ݕܿ ൌ 0 )ܽ, ܾ, ܿ א Թ( ,אזי:  

ଶߣܽ: ר"הפולינום האופייני של המד •  ߣܾ  ܿ ൌ  :קבוצת הפתרונות הבסיסית נקבעת מהשורשים לפי. )nבאופן דומה עבור סדר ( 0

o  ߣאםଵ, ,൛݁ఒభ௫: שורשים ממשיים שונים ଶߣ ݁ఒమ௫ൟ. 

o  שורש ממשי יחיד ߣאם :൛݁ఒ௫, ,ଶ݁ఒ௫ݔ: בריבוי גבוה יותר( ఒ௫ൟ݁ݔ  ).'וכו ଷ݁ఒ௫ݔ

o  ߣאםଵ ൌ ߙ( ଶതതതߣ േ ሼ݁ఈ௫: לפי נוסחת אויילר, )צמודים אחד לשני(שורשים מרוכבים ) ߚ݅ ݏܿ ݔߚ , ݁ఈ௫ ݊݅ݏ  .ሽݔߚ

ݕ: הפתרון הכללי • ൌ ܿଵݕଵ  ܿଶݕଶ ,ܿଵ, ܿଶ פ תנאי ההתחלה"נקבעים ע. 

  :משוואות לינאריות לא הומוגניות במקדמים קבועים

ᇱᇱݕ 2משוואה לינארית לא הומוגנית מסדר  -   :בהינתן  ᇱݕܽ  ݕܾ ൌ ݃ሺݔሻ  

ᇱᇱݕזוג פתרונות של המשוואה ההומוגנית המתאימה  -   ᇱݕܽ  ݕܾ ൌ 0  

ݕנסמנו , פתרון מסויים של המשוואה הלא הומוגנית - 
~

ሺݔሻ  

ሻݔሺݕ: הפתרון הכללי של המשוואה הלא הומוגנית הוא ൌ ܿଵݕଵሺݔሻ  ܿଶݕଶሺݔሻ  ݕ
~

ሺݔሻ.  

ݕפתרון כלשהו  -   :בהינתן
~

ଵሺݔሻ  ݕשל המשוואהᇱᇱ  ᇱݕܽ  ݕܾ ൌ ݃ଵሺݔሻ  

ݕכלשהו פתרון  -   
~

ଶሺݔሻ  ݕשל המשוואהᇱᇱ  ᇱݕܽ  ݕܾ ൌ ݃ଶሺݔሻ  
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ᇱᇱݕאז עבור המשוואה   ᇱݕܽ  ݕܾ ൌ ଵ݃ሺݔሻ  ݃ଶሺݔሻ ݕ: הפתרון יהיה
~

ሺݔሻ ൌ ݕ
~

ଵሺݔሻ  ݕ
~

ଶሺݔሻ.  

בהינתן ): כשניתן( המקדמים הלא ידועיםנשתמש בשיטת , ל"מ שנוכל לפתור את הנ"כדי למצוא את הפתרון הפרטי הנדרש למשוואה הלא הומוגנית ע

ᇱᇱݕ  ᇱݕܽ  ݕܾ ൌ ݃ሺݔሻ )݃נציב פתרון כללי לפי הצורה של , )מקדמים קבועיםሺݔሻ י השוואת מקדמים"ונמצא אותו ע:  

 

• ݃ሺݔሻ ൌ ݁ఈ௫
ܲሺݔሻ )ߣଵ,  ):שורשים של הפולינום האופייני ଶߣ

o  ߙאם ് ,ଵߣ ݕמחפשים פתרון מהצורה  :ଶߣ
~

ൌ ݁ఈ௫ܳሺݔሻ  ܳכאשר מדרגת  ݔ- פולינום בܲ. 

o  ߙאם ൌ ,ଵߣ ߙ ് ݕ: ଶߣ
~

ൌ  .ሻݔఈ௫ܳሺ݁ݔ

o  ߙאם ൌ ଵߣ ൌ ݕ: ଶߣ
~

ൌ  .ሻݔଶ݁ఈ௫ܳሺݔ

• ݃ሺݔሻ ൌ ݁ఈ௫ሾ ܲሺݔሻ ݏܿ ݔߚ  ܳሺݔሻ ݊݅ݏ  :ሿݔߚ

o  ߙאם  ߚ݅ ് ,ଵߣ ݕ: ଶߣ
~ሺݔሻ ൌ ݁ఈ௫ሾܴሺݔሻ ݏܿ ݔߚ  ܵሺݔሻ ݊݅ݏ ݈כאשר  ሿݔߚ ൌ ,ሼ݉ݔܽ݉ ݊ሽ. 

o  ߙאם  ߚ ݅ ൌ ଵߣ ് ݕ): צמודים, מרוכבים תמיד שונים( ଶߣ
~ሺݔሻ ൌ ሻݔఈ௫ሾܴሺ݁ݔ ݏܿ ݔߚ  ܵሺݔሻ ݊݅ݏ  ).݈אותו תנאי על ( ሿݔߚ

  :יציבות

  :nר הומוגנית מסדר "בהינתן מד

ݐנשאר חסום כאשר  ሻݐሺݔאם כל פתרון ) stable: (יציבות • ՜ ∞. 

ሻݐሺݔ: מתקיים ሻݐሺݔר "אם לכל פתרון של המד) Strictly stable( :אסימפטוטית ותיציב •
௧՜ஶ
ሱۛ ሮ 0. 

ሻߣሺܴ݁מתקיים  ߣע "מ לכל ע"יציבה אסימפטוטית אמ: במקדמים קבועים. או חוסר יציבות בכלל' במקדמים קבועים נקבל רק יציבות אסימפ ൏ אם  .0

ܴ݁ሺߣሻ    .אינה יציבה' המע, ע כלשהו"עבור ע 0

  :RouthHurwitzקריטריון יציבות של 

ଶߣ: אם הפולינום האופייני מהצורה •  ߣ  : הקריטריון הוא -  ݍ  0, ݍ  0. 

ଷߣ: אם הפולינום האופייני מהצורה •  ܽଵߣଶ  ܽଶߣ  ܽଷ  - הקריטריון הוא :ܽଵ, ܽଶ, ܽଷ  0, ܽଷ ൏ ܽଵ · ܽଶ. 

  :אוטונומית כללית' עבור מעהגדרת יציבות 

ݔאוטונומית ' קריטית של מע' נק aתהי 
.

ൌ ݂ሺݔሻ כך ש-݂ሺܽሻ ൌ   :aאזי הנקודה . 0

ߝלכל  to: יציבה •  ߜקיים  0  ሺ0ሻݔ|כך שאם  0 െ ܽ| ൏ ݐאז  ߜ  0: ሻݐሺݔ| െ ܽ| ൏  .ߝ

ߜאם קיים : יציבה אסימפטוטית •  ሺ0ሻݔ|כלשהו כך שאם  0 െ ܽ| ൏ ሻݐሺݔ|௧՜ஶ݈݉݅אז  ߜ െ ܽ| ൌ 0. 

 .אם היא יציבה ויציבה אסימפטוטית: יציבה לחלוטין •

  :קריטריון פשוט ליציבות אסימפטוטית, 1ר אוטונומית מסדר "עבור מד

  :משפט

ݔ: 1של המשוואה האוטונומית מסדר  0הנקודה הקריטית 
.
ሺݐሻ ൌ ݂ሺݐሻ ߜמ קיים "יציבה אסימפטוטית אמ  0כך שאם  0 ൏ |ݔ| ൏ ሻݔሺ݂ݔאז  ߜ ൏ 0.  

  :משפט

ݔינארית במקדמים קבועים למשוואות אוטונומית ' של מע 0הנקודה הקריטית 
.
ሺݐሻ ൌ החלק הממשי  Aע של "מ לכל ע"יציבה אסימפטוטית אמ ݔܣ

  .במקרה זה המערכת גם יציבה לחלוטין. שלילי

ݔ 2משוואה לינארית מסדר 
..

 ݔ
.

 ݔݍ ൌ ݔ൜-ניתנת לכתיבה כ 0
.

ൌ ݔܽ  ݕܾ
ݕ
.

ൌ ݔܿ  ݕ݀
  :קריטריון הורוביץ התנאים ליציבות לחלוטיןלפי . 

൜ ൌ െሺܽ  ݀ሻ  0
ݍ ൌ ܽ݀ െ ܾܿ  0 ֜ ቄܽ  ݀ ൏ 0

ܽ݀  ܾܿ  

  :ר"תנאים ליציבות מד

,ଵߣשורשים אופייניים  kכ יש לה "ובה, nתהי משוואה לינארית הומוגנית כלשהי במקדמים קבועים מסדר  … , כאשר כל אחד תורם לקבוצת  ߣ

,ఒ௧݁: הפתרונות ,ఒ௧݁ݐ   :קריטריונים ליציבות אך לא לחלוטין. …
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ሻߣሺܴ݁כל השורשים מקיימים  •  ሻߣሺܴ݁אם כל השורשים מקיימים  .0 ൏ ݐכאשר  0-אז הפתרונות הללו דועכים ל 0 ՜ והפתרון יציב  ∞

ሻߣሺܴ݁אם . לחלוטין   .הפתרון לא יציב כלל 0

ሻߣሺܴ݁קיים לפחות אחד המקיים  • ൌ 0. 

ሻߣሺܴ݁כל שורש המקיים  • ൌ  ).1מריבוי (הינו שורש פשוט  0

  

  

  :סוגי נקודות יציבות

ݔ൜בהינתן משוואה אוטונומית 
.

ൌ ݔܽ  ݕܾ
ݕ
.

ൌ ݔܿ  ݕ݀
ଶߣ: הפולינום האופייני הוא  െ ሺܽ  ݀ሻߣ  ሺܽ݀ െ ܾܿሻ ൌ ଶߣ  ߣ  ݍ ൌ 0.  

,ଵߣיהיו  Δ: נסמן, שורשי הפולינום ଶߣ ൌ ଶ െ ݍ4 ൌ ሺܽ  ݀ሻଶ െ 4ሺܽ݀ െ ܾܿሻ ൌ ሺܽ െ ݀ሻଶ  4ܾܿ.  

ଵߣ: 1מקרה  • ് ଶߣ ് 0, ݍ ് 0, Δ ് 0: 

o Focal Points : ߣכאשרଵ,ଶ ൌ ߙ േ Δ, ߚ݅ ൏ ߚ- ו 0 ് אם : פתרונות המערכת הם ספירלות. 0  אם , הספירלות מכוונות לראשית 0 ൏ 0 

ואם , הן מתרחקות מהראשית ൌ  ).כמו מעגלים(אלו עקומות סגורות  0

o Nodal Points : ݍכאשר  0, Δ  ଵߣואז  0 ് : עקומת הפאזה מהצורה. שליליים ଵ,ଶߣהמערכת יציבה כאשר . ממשיים בעלי אותו סימן ଶߣ

ݕ ൌ ݔܿ
ഊభ
ഊమ  - פרבולות המשיקות לראשית. 

o Saddle Points: ݍ ൏ 0, Δ  ଵߣ, 0 ് ഊభିݔ: עקומת הפאזה. ממשיים בעלי סימן מנוגד ଶߣ
ഊమݕ ൌ . שתי אסימפטוטות והיפרבולות ביניהן -  ܿ

 .יציבות אינןנקודות אוכף תמיד 

 :2מקרה  •

o Δ  0, ݍ ൌ ܽଶ  ). או יוצאים מהראשית או נכנסים לראשית –קונפיגורציית כוכב (עקומת הפאזה מורכבת מקוים ישרים דרך הראשית : 0

 !לא ברור: יציבות

o Δ ൌ 0, ݍ ൌ ܽଶ ) ൌ െ2ܽ( : נקבל גם כןNodal Points . ܽיציב כאשר ൏ ܽולא יציב כאשר  0   :מהצורהעקומת הפאזה . 0

 .כאשר החצים פונים החוצה או פנימה

o Δ ് 0, ݍ ൌ ݔעקומת הפאזה היא קווים מקבילים מהצורה : 0
.

 ݔ ൌ או החוצה  ݔ- קווים מקבילים כאשר החצים פונים לכיוון ציר ה( ܿ

הראשית נקודה יציבה אך לא לחלוטין אם ). ממנו  ולא יציבה כאשר , 0 ൏ בכל מקרה ( 0 ് 0.( 

o Δ ൌ ݍ ൌ ݔ൜עבור  : 0
.

ൌ 0
ݕ
.

ൌ ݔועבור , )יציבה אך לא אסימפטוטית( Neutrally Stableנקבל נקודה  0
..

ൌ  .נקבל חוסר יציבות 0

  !!!ישנו חומר נוסף שטרם נכלל בסיכום
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  :סיכומי הרצאות

  :)כמעט לינאריות(לינאריות -משוואות קווזי

,ݐሺܯ: משוואות מהצורה ᇱݔሻݔ  ܰሺݐ, ሻݔ ൌ ᇱ࢞: כלומר 0 ൌ ,࢚ሺࢌ ሻ࢞ ൌ െ ேሺ௧,௫ሻ
ெሺ௧,௫ሻ

  ).משוואה נורמלית( 

ᇱݔפתרון של  ൌ ݂ሺݐ, ,ߙሾבתחום  ሻݔ ݐ- כך ש) מפורשת או סתומה( ሻݐሺݔ' הוא פונ ሿߚ א ሾߙ, :ሿߚ ሻݐᇱሺݔ ൌ ݂൫ݐ,   .ሻ൯ݐሺݔ

 האם פתרון קיים •

 האם פתרון יחיד •

,ߙሾמהו תחום ההגדרה המקסימלי  •   ሿߚ

  :סוגים

ᇱݔ משוואות מהצורה )1( ൌ ݃ሺݐሻ תלות ב-t בלבד. 

  :Barrowמשפט 

݃תהי  א ,ߙሾܥ ݔ, ሿߚ א Թ אזי:  

ᇱݔלמשוואה  ሻݐሺݔקיים פתרון יחיד  • ൌ ݃ሺݐሻ ݔ- כך ש א ,ߙଵሾܥ ሻߙሺݔ- ו ሿߚ ൌ  .ݔ

ሻݐሺݔ: י הנוסחה"הנתונה ע' הוא פונ ሻݐሺݔהפתרון של  • ൌ ݔ   ݃ሺ߬ሻ݀߬௧
ఈ . ݔכל העקומים נמצאים ברצועה בין ൌ ,ߙ ݔ ൌ ובכל נקודה עובר  ߚ

 .רציפה' עקום יחיד בתנאי שהפונ

ᇱݔ משוואות מהצורה )2( ൌ ݄ሺݔሻ )ללא תלות ב, בלבד ݔ- תלות ב-t. 

ᇱݔ: פתרון ൌ ௗ௫
ௗ௧

ൌ ݄ሺݔሻ ֜ ଵ
ሺ௫ሻ

ݔ݀ ൌ ݐ݀ ֜  ௗ௫
ሺ௫ሻ

ൌ  ݐ݀ ൌ   .ݐ

ݐכלומר עבור , t-אינווריאנטית ביחס ל ሻݔሺ݄: הערה  ݐሺݔפתרון אז גם   ሻݐሺݔאם : מכאן. נקבל אותו דבר ݏ    .ሻݏ

ᇱݔሻݐሺܣ: 1משוואות לינאריות מסדר  )3(  ݔሻݐሺܤ  ሻݐሺܥ ൌ ,ܣ, 0 ,ܤ ܥ א ,ߙሾܥ  .ሿߚ

,ߙሾ- אם ב ሻݐሺܣמתקיים   ሿߚ ് ,: אז מתקבלת משוואה נורמלית  0 ݍ א ,ߙሾܥ ,ሿߚ ᇱݔ ൌ ݔሻݐሺ    .ሻݐሺݍ

ݍמקרה פרטי בו : משוואות הומוגניות ൌ ᇱݔ: כלומר, 0 ൌ ሺln: שיטת פתרון. ݔሻݐሺ ሻᇱݔ ൌ ௫ᇲ

௫
ൌ lnולכן  ሻݐሺ ݔ ൌ    :פתרון כללי. ݐሻ݀ݐሺ

ሻݐሺݔ ൌ ݁ ሺ௧ሻௗ௧.  

  .מפורט בתרגול: הפרדת משתנים

,ݐሺ݂ :הומוגניות פונקציות ,ߣאם ) 0מסדר (פונקציה הומוגנית  ሻݔ ,ݐ :ݔ ݂ሺݐߣ, ሻݔߣ ൌ ݂ሺݐ, ݑההצבה  י"פתרון ע .ሻݔ ൌ ௫
௧

  .מפורט בתרגול, 

  :משוואות לינאריות

,ݐሺ݂: משוואה לינארית ,ݐሺ݂: ݔ-פונקציה לינארית ביחס ל ሻݔ ሻݔ ൌ െሺݐሻݔ  ᇱݔ: כאשר המשוואה היא, ሻݐሺݍ  ݔሻݐሺ ൌ  .ሻݐሺݍ

  :משוואה לינארית הומוגנית

ሻݐሺݍ ൌ ᇱݔכלומר משוואה מהצורה , 0  ݔሻݐሺ ൌ 0. 

ሻݐሺݔ :פתרון ൌ ܿ݁ି  ሺఛሻௗఛ
ି݁ܿ: פתרון זו מורכב משני פתרונות( ഀ  ሺఛሻௗఛ

ഀ   ).0-ו  

  )1השלישי בטבלה בתרגול : (שיטת גורם אינטגרציה

ᇱݔ: עבור המשוואה  ݔሻݐሺ ൌ   ሻݐሺݍ

ሻݐሺݔ: מחפשים פתרון מהצורה: פתרון ൌ ሻ݁ିݐሺݕ  ሺఛሻௗఛ
ሻݐᇱሺ߮: כלומר, פתרון למשוואה ההומוגנית ሻݐሺ߮יהי . ഀ  ሻ߮ݐሺ ൌ 0 ,߮ ൌ ݁ି  ሺఛሻௗఛ

ഀ .

  .מפורט בתרגול –המשך הפתרון 

  .שיטה מלאה מפורטת בתרגול: משוואות מדוייקות

ᇱݔעבור :  תבנית דיפרנציאלית ൌ ݂ሺݐ, ߱הביטוי  ሻݔ ൌ ,ݐሺܯ ݔሻ݀ݔ  ܰሺݐ,   .N-ו Mותחום ההגדרה שלו הוא חיתוך תחומי ההגדרה של , ݐሻ݀ݔ

,ݐሺݑמדוייקת אם קיימת פונקציה  ߱: טענה ߱- כך ש ሻݔ ൌ   .ݑ݀

  :משפט

  :אזי .ופתוח) בתחום ניתן להעביר עקום לאו דווקא ישר' נק 2בין כל (הוא פשט קשיר  ఠܦשנסמנו  ߱נניח התחום של 
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• ߱ ൌ מ "אמ ݑ݀ ߱ఊ ൌ ߛלכל מסילה סגורה  0 א  .ܦ

• ߱ ൌ מ "אמ ݑ݀
డே
డ௧

ൌ డெ
డ௫

,ݐלכל    .ݔ

,ݐሺݑ' של פונ: לדיפרנציא ,ݐሺבנקודה  ሻݔ ݑ݀הוא  ሻݔ ൌ డ௨
డ௧

ݐ݀  డ௨
డ௫

  .ݔ݀

: אינטגרל מסויים ߮ሺݐሻ݀ݐఉ
ఈ.  

,ݐሺݑעבור : )קווי(אינטגרל מסילתי  וא ה ሻݔ ועקום מכוון מתקבל מספר שסימונו  ߱בהינתן תבנית דיפרנציאלית . ݔ݀ݐ݀ݑ ߱ఊ  המסילה ߛכאשר.  

  :פרמטריזציה של עקומים

  :כך ש ߬של משתנה אחד  ߛ' פרמטריזציה היא פונ bבהינתן עקום 

ሺ߬ሻߛ • א ߬לכל  ܾ א ሾߙ,  .ሿߚ

 .ע"היא חח ߛ bבכל נקודה של , למעט מספר סופי של נקודות •

  :הסתומהמשפט הפונקציה 

,ݔሺݑ: נניח כי ሻݐ א ,ݐ ,ሺܥ ሻݔ א - ו ௨ܦ
డ௨
డ௫

ሺݔ, ሻݐ ് ,ݐሺ߮יחידה ' קיימת פונ: אז, 0 ܿሻ א  :כך ש ܥ

,ݐ൫ݑ • ߮ሺݐ, ܿሻ൯ ൌ ݐבקטע  ܿ א ሺߙ,  ሻߚ

• ߮ሺݐ, ܿሻ ൌ  ݔ

  :משוואה מדוייקת

,ݐሺݑ: פונקציה סתומה ሻݐሺݔ תהי ሻݔ ൌ ௫ܦבתחום  ܿ ൌ ሾߙ, המשוואה , ሿߚ
ௗ௨
ௗ௧

ൌ డ௨
డ௧

 డ௨
డ௧

ᇱݔ ൌ : המשוואה תכתב. היא מדוייקת 0
డ௨
డ௫

ݔ݀  డ௨
డ௧

ݐ݀ ൌ 0 

,ݐሺݑסתומה ' ופתרון משוואה מדוייקת הוא פונ ሻݔ ൌ ܿ.  

,ݔሺܨסתומה ' בהינתן פונ :הערה : מתקיים ሻݕ
ௗ௬
ௗ௫

ൌ െ ிೣ ሺ௫,௬ሻ
ிሺ௫,௬ሻ

  

  :פירוש גיאומטרי של משוואה מסדר ראשון

ᇱݔבהינתן  ൌ ݂ሺݐ, ,ݐሺהשיפוע בנקודה , ሻݔ ,ݐሺ݂הוא כמובן  ሻݔ בודקים את היחס בין שיפוע זה לוקטור המיקום שהוא . ሻݔ
௫
௧

ואז מתקבל תיאור כללי של , 

  .השיפוע בכל נקודה

  :קיום ויחידות פתרונות לבעיות התחלה

ᇱݔ൜: בהינתן משוואה עם תנאי התחלה ൌ ݂ሺݐ, ሻݔ
ሻݐሺݔ ൌ ݔ

 )ሺݐ, האם היא יחידה והאם ישנה , המקיימת את הנתונים ߮נתעניין האם קיימת  ).תנאי התחלה ሻݔ

פתרון הינו קו אינטגרלי המוגדר ). האם בשינוי תנאי ההתחלה יתקבל פתרון אחר, אם היה פתרון יחיד לתנאי ההתחלה, כלומר(תלות בתנאי ההתחלה 

  .߮הפתרון ' י פונ"ע

  :Peanoמשפט 

,ݐሺ݂תהי  ,ݐሺונניח , Gחסומה ורציפה בתחום  ሻݔ ሻݔ א ܩ
ל

ܩ; Gבפנים התחום ( 
ל

ൌ ,ݐሺקיים לפחות קו אינטגרלי אחד העובר דרך : אזי, )ܩ߲\ܩ   .ሻݔ

ᇱݔבדוגמא : הערה ൌ ଵ
ଷ

ݔ
మ
య  יחידות איןניתן לראות מדוע.  

  :Picardמשפט 

,ݐሺ݂תהי  ሻݔ א ,ݐሺהוא סביבה של  Uכאשר  ଵሺܷሻܥ ݐקיימת סביבה : אזי, ሻݔ א ᇱݔכך שלמשוואה  ܸ ൌ ݂ሺݐ, המקיים  ሻݐሺ߮קיים פתרון יחיד  ሻݔ

߮ሺݐሻ ൌ  .ݔ- קרוב ל ݔלכל  ݔ

  :Contraction Mappings – העתקות מכווצות

,ܯሺ :מרחב מטרי :ߩ-קבוצת איברים ו Mכאשר  ሻߩ ଶܯ ՜ Թ.  

:ߩ: מטריקה ଶܯ ՜ Թ בעלת התכונות )מרחק( 'פונ:  

,ݔሺߩ: אי שלילית • ሻݕ  ,ݔሺߩ, 0 ሻݕ ൌ 0 ֞ ݔ ൌ  .ݕ

,ݔሺߩ: סימטרית • ሻݕ ൌ ,ݕሺߩ  .ሻݔ
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,ݔሺߩ: ש"אשמ • ሻݕ  ,ݔሺߩ ሻݖ  ,ݖሺߩ ,ݔלכל  ሻݕ ,ݕ ݖ א  .ܯ

,ܯሺבמרחב מטרי  ܽסדרה : Couchyסדרת  lim՜ஶיסודית אם /נקראת סדרת קושי ሻߩ
՜ஶ

,ሺܽߩ ܽሻ ൌ   :ובמילים אחרות, 0

ߝ  0 ఌܰ א Գ݊, ݉  ఌܰ: ,ሺܽߩ ܽሻ ൏  ߝ
  :משפט

,ݔሺߩמתכנסת עם המטריקה הרגילה  Թ- כל סדרת קושי ב ሻݕ ൌ ݔ| െ   .|ݕ

,ܯሺ: מרחב מטרי שלם ሼܽሽ: M- מתכנסת לאיבר ב M- מרחב מטרי שלם אם כל סדרת קושי ב ሻߩ ك :ܯ lim՜ஶ ܽ א   .ܯ

,ܯሺיהי : העתקה מכווצת :ܣ, )לא בהכרח שלם(מרחב מטרי  ሻߩ ܯ ՜ 0תהיה העתקה מכווצת אם קיים  A. העתקה ܯ  ߣ ൏   :כך ש 1

,ݔܣሺߩ ሻݕܣ  ,ݔሺߩߣ ሻ  ሾ൏ݕ ,ݔሺߩ   .אם העתקה מכווצת אז היא רציפה. ሻሿݕ

ݔהנקודה . העתקה A- קבוצה ו Mתהי : נקודת שבת א ݔܣתהיה נקודת שבת אם  ܯ ൌ   .ݔ

  :משפט

,ܯሺיהי  :ܣ, שלםמרחב מטרי  ሻߩ ܯ ՜   :אזי, העתקה מכווצת ܯ

 .נקודת שבת A- ל קיימת •

 .יחידהנקודה זו  •

  :הוכחה

ݔיהי  א ܽנגדיר עבורו את הסדרה , ܯ ൌ ,ݔ: ݔܣ ,ݔܣ ,ݔଶܣ ….  

  :היא סדרת קושי ݔܣהוכחה כי  .1

݀יהי  ؔ ,ݔሺߩ ,ݔܣሺߩ: אזי, ሻݔܣ ሻݔାଵܣ  ,ݔሺߩߣ ሻݔܣ ൌ ߣ · ݉ויהי  nיהי . ߣהעתקה מכווצת עם מקדם  A-וזאת כיוון ש, ݀ ൌ ݊   kעבור  ݇

lim՜ஶרוצים להראות כי . כלשהו
՜ஶ

,ݔܣሺߩ ሻݔାܣ ൌ 0:  

,ݔܣሺߩ ሻݔାܣ  ,ݔሺߩߣ ሻݔܣ  

,ݔሺߩ ሻݔܣ 
אשמ"ש

,ݔሺߩ ሻݔܣ
ୀௗ

 ,ݔܣሺߩ ሻݔܣ 
אשמ"ש

݀  ,ݔܣሺߩ ሻݔଶܣ
ஸఒఘሺ௫,௫ሻ

 ,ݔଶܣሺߩ ሻݔܣ  ݀  ݀ߣ  ଶ݀ߣ  ڮ  ିଵ݀ߣ ൌ ሺ1  ߣ  ڮ   ିଵሻ݀ߣ

 ሺ1ߣ  ߣ  ڮ  ିଵሻ݀ߣ ֜ lim՜ஶ
՜ஶ

,ݔܣሺߩ ሻݔାܣ ൌ lim
՜ஶ

ߣ

ୀ

· lim
՜ஶ

ሺ1  ڮ  ିଵሻ݀ߣ
ୀௗ· ଵ

ଵିఒୀ௦௧

ൌ 0 

2. M  מרחב שלם ולכןlim՜ஶ ݔܣ א ܺיהי . ܯ ؔ lim՜ஶ  .ݔܣ

3. X  נקודת שבת שלA: ܺܣ ൌ ሾlim՜ஶܣ  .ܺሿܣ

ܺܣ: לתוך הגבול ולקבל A-ולכן מותר להכניס את ה, מכווצת היא רציפה Aאם  ൌ lim՜ஶ ݔାଵܣ ൌ   .Aנקודת שבת של  Xולכן  ܺ

 :יחידות נקודת השבת .4

ܻנניח קיימת  ് ܻܣ-כך ש ܺ ൌ ,ሺܺߩ: אז, ܻ ܻሻ ൌ ,ܻܣሺߩ ,ܺכי  nלכל  ܺሻܣ   :מכאן. נקודות שבת ܻ

,ሺܻߩ ܺሻ ൌ lim
՜ஶ

,ܻܣሺߩ ܺሻܣ 
 מכווצת

lim
՜ஶ

,ሺܻߩߣ ܺሻ ൌ 0 ֜ ,ሺܻߩ ܺሻ ൌ 0 ֜ ܺ ൌ ܻ 

ᇝ 

ሻݐᇱሺݔ൜עבור  ൌ ݂ሺݐ, ሻݔ
ሻݐሺݔ ൌ ݔ

,ߙሾ) פתוח או סגור(בקטע  ሻݐሺ߮יהיה פתרון   ሻݐᇱሺ߮אם  ሿߚ ൌ ݂൫ݐ, ߮ሺݐሻ൯  ݐלכל א ሾߙ,   :ובאופן שקול, ሿߚ

߮ሺݐሻ ൌ න ݂ሾ߬, ߮ሺ߬ሻሿ݀߬
௧

௧బ

  ݔ

ሻݐሺ߮- כך ש, ובגבול התחתון של האינטגרל ݔתנאי ההתחלה מתבטא בתוספת  ൌ   .ݔ

:ܣ: Picardהעתקת  ܯ ՜ ,ܯ ሺ߮ܣሻሺݐሻ ൌ ݔ   ݂ሾ߬, ߮ሺ߬ሻሿ݀߬௧
௧బ

.  

߮ܣ ֞הוא פתרון למשוואה  ߮: מתקיים ൌ   .Aנקודת שבת של  ߮כלומר , ߮

  :תנאי ליפשיץ

,ଵܯሺיהיו  ,ଵሻߩ ሺܯଶ, :ܣ: העתקה המקיימת A, שני מרחבים מטריים ଶሻߩ ଵܯ ՜ ܮמקיימת תנאי ליפשיץ אם קיים  Aאז , ଶܯ    :כך ש 0
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,ݔܣଶሺߩ ሻݕܣ  ܮ · ,ݔଵሺߩ  ሻݕ

  :מושגי טופולוגיה

ݎכדור ברדיוס : כדור  ݔעם מרכז בנקודה  0 א ,ܯሺ-ו, ܯ   :מרחב מטרי ሻߩ

,ݎሺܤ: כדור פתוח • ሻݔ ൌ ሼݕ א ,ݕሺߩ | ܯ ሻݔ ൏  ሽݎ

,ݎതሺܤ: כדור סגור • ሻݔ ൌ ሼݕ א ,ݕሺߩ | ܯ ሻݔ   ሽݎ

,ܯሺ-קבוצה פתוחה ב U: קבוצה פתוחה ݔאם לכל  ሻߩ א ߝקיים  ܷ  ,ݔሺܤ- כך ש 0 ሻߝ ك ܷ )B כדור פתוח.(  

,ܯሺ- קבוצה סגורה ב V: קבוצה סגורה   .הוא קבוצה פתוחה) ܸ\ܯ: המשלים( ܸאם  ሻߩ

,ܯሺ-קבוצה קומפקטית ב V: קבוצה קומפקטית   :אם ሻߩ

• V קבוצה סגורה. 

• V ݔכלומר קיימים , חסומה א ,ܯ ܴ  ܸ: כך ש 0 ؿ ,ݔሺܤ ܴሻ. 

ܩ, )לא בהכרח ממימד סופי(מרחב וקטורי  Vיהי : קבוצה קמורה ؿ ,ݔקבוצה קמורה אם לכל  G. קבוצה ܸ ݕ א ) כל הנקודות על הקטע(הקטע הישר  ܩ

ሻݐሺߛ
ஸ௧ஸଵ

ൌ ݐݔ  ሺ1ݕ െ ሻݐሺߛ: מקיים ሻݐ א 0לכל  ܩ  ݐ  1.  

  :משפט

݂נניח  א ܩבקבוצה קמורה ) נגזרות חלקיות רציפות( ሻܩଵሺܥ ك Թଶ ,אז :f מקיימת תנאי ליפשיץ ב-G  ܮעם קבוע ൌ maxீ ԡ݂ԡ כאשר  

,ݐሺ݂ ሻݔ ൌ ቀడ
డ௧

, డ
డ௫

ቁ – ומתקיים, גרדיאנט :ԡ݂ԡ ൌ ටቀడ
డ௧

ቁ
ଶ

 ቀడ
డ௫

ቁ
ଶ

.  

  .maxולא עם  supכ המשפט הוא עם "בד: הערה

  :הוכחה

,ଵݐሺנחבר את הנקודות  ,ଵሻݔ ሺݐଶ, ଶሻݔ א ሺ߬ሻߛ: בקטע הישר ܩ ൌ ߬ሺݐଵ, ଵሻݔ  ሺ1 െ ߬ሻሺݐଶ,   :מתקיים. ଶሻݔ

|݂ሺݐଶ, ଶሻݔ െ ݂ሺݐଵ, |ଵሻݔ ൌ ቚ ௗלఊ
ௗఛ

݀߬ଵ
 ቚ ൌ           ߛሺ0ሻ ൌ ሺݐଵ, ,ଵሻݔ ሺ1ሻߛ ൌ ሺݐଶ, ଶሻݔ ֜ ݂ሺݐଶ, ଶሻݔ െ ݂ሺݐଵ, ଵሻݔ ൌ ݂ ל ሺ0ሻߛ െ ݂ ל  ሺ1ሻߛ - כיוון ש  

݀ሺ݂ ל ሻߛ
݀߬

ൌ
߲݂
ݐ߲

ሾߛሺ߬ሻሿ ·
ݐ݀
ݐ݀


߲݂
ݔ߲

·
ݔ݀
݀߬

ൌ൏ ൬
߲݂
ݐ߲

,
߲݂
ݔ߲

൰ ,
݀

݀߬
ሺݐ, ሻݔ ൌ൏ ,݂ ߛ

.
 

ൌ ቤන ൏ ,݂ ߛ
.

 ݀߬
ଵ


ቤ  න | ൏ ,݂ ߛ

.
 |݀߬

ଵ




אשמ"ש
קושיିשוורץ

න ԡ݂ԡ · ԡߛ
.
ԡ݀߬

ଵ


 ԡ݂ԡݔܽ݉ · න ԡߛ

.
ԡ݀߬

ଵ


ൌ ԡ݂ԡݔܽ݉ · ԡݔ െ  ԡݕ

֜ ܮ ൌ max ԡ݂ԡ  ᇝ 
  :משפט הקיום והיחידות

ᇱݔ ൌ ݂ሺݐ, ሻ ,௫݂ݔ
ᇱ, ݂ א ,ݐሺܷሻ ,ሺܥ ሻݔ א   :ሻݐሺ߮אזי הפתרון , ܷ

 .קיים •

 .יחיד •

,ݐሺ߮עבור  • ሻݐሺݔפתרון לבעיית ההתחלה  ሻݔ ൌ ,ݐሺ߮אז  ݔ ሻݔ א  ).ݔ- רציפה ביחס ל( ܥ

  .מ היא נקודת שבת להעתקת פיקרד"פתרון אמ ߮

  :משפט

:ܣאם  ܯ ՜ ,ݔܣሺߩ: כאשר העתקה מכווצת מקיימת) יחידההעתקה מכווצת אזי קיימת נקודת שבת  ܯ ሻݕܣ  ,ݔሺߩߣ ,ሻݕ ߣ ൏ 1.(  

  :PicardLindelöfמשפט 

ܼיהי  ൌ ܼ, ؔ ሼሺݐ, ሻݔ א Թଶ| |ݐ െ |ݐ  ܽ, ݔ| െ |ݔ  ܾሽ  מלבן ב(גליל -Թଶ .(ממשפט היחידות ב -ሺݐ, ݂תבי . עובר קו אינטגרלי יחיד ሻݔ א

ܿ, ሺܼሻܥ ؔ max |݂| ,f  ݐ: ݔמקיימת תנאי ליפשיץ לפי: |݂ሺݐ, ଵሻݔ െ ݂ሺݐ, |ଶሻݔ  ଵݔ|ܮ െ ߜ, |ଶݔ ؔ min ቀܽ, 

ቁ ,אזי:  

ݐሾיחידה מוגדרת בקטע  ሻݐሺ߮קיימת פונקציה  • െ ,ߜ ݐ  ᇱ߮המקיימת  ሿߜ ൌ ݂൫ݐ, ߮ሺݐሻ൯  ݐלכל א ሾݐ െ ,ߜ ݐ  ሻݐሿ ,߮ሺߜ ൌ  .ݔ
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ห߮ሺ௧ሻ: מתקיים • െ ߮ሺݐሻห  ·షభ

!
ݐ|לכל  ߜ െ |ݐ ൏ ቊכאשר  ߜ

߮ ؠ ݔ

߮ାଵ ൌ ݔ   ݂൫߬, ߮ሺ߬ሻ൯݀߬௧
௧బ

 )߮ הוא קירוב פיקרד.( 

  .יתכן ויתקבלו כמה תתי סדרות, תהליך פיקרד לא תמיד מתכנס: הערה

  

  

  :הרחבה של פתרונות

  :משפט

תהי 
డ
డ௫

, ݂ א ,ݐሺ, )סגור וחסום(תחום קומפקטי  Vכאשר  ሺܸሻܥ ሻݔ א ܸ
ל

,ݐሺאת הקו האינטגרלי העובר דרך : אזי,    .ܸ߲ניתן להרחיב עד השפה  ሻݔ

  :1משוואות דיפרנציאליות רגילות מסדר מערכות 

൝: ר"נתונה מערכת מד
ଵݔ

ᇱ ൌ ଵ݂ሺݐ, ,ଵݔ … , ሻݔ
…
ݔ

ᇱ ൌ ݂ሺݐ, ,ଵݔ … , ሻݔ
ݔ: סימונים;  ൌ ሺݔଵ, … , :݂, ሻݔ Թାଵ ՜ Թ , כלומר המרחב הפאזי הואԹ , והמרחב הפאזי המורחב

ᇱݔ: המערכת תייוצג כך. בו נמצא הקו האינטגרלי -  Թାଵהוא ) הכולל זמן( ൌ ݂ሺݐ,   .ሻݔ

:߮: פתרון • Թ ՜ Թ. 

ሻݐሺݔ: בעיית התחלה • ൌ ݔכאשר  ݔ א Թ. 

  .משוואות nי סימונים להעברה למערכת של "ניתנת ע nכל משוואה מסדר 

  :מערכות אוטונומיות

ݔמערכות מהצורה : צורה
.

ൌ :ܨ, )t-ללא תלות ב( ሻݔሺܨ Թ ՜ Թ )ܨ ൌ ሺܨଵ, … , ,ሻܨ :ܨ Թ ՜ Թ( ,ܨ א ,ଵሺԹܥ Թሻ  -  כלומר כל הנגזרות החלקיות

డி
డ௫ೕ

  ).מטריצת יעקובי רציפה(רציפות ' הן פונ 

  :משפט

ᇱݔפתרון למשוואה אוטונומית  ሻݐሺ߮יהי  ൌ ݃ሺݔሻ , הזזה(נבנה פונקציה חדשה :(߮௦ሺݐሻ ൌ ߮ሺݐ    .אזי היא גם פתרון, ሻݏ

: כלל השרשרת :הוכחה
ௗఝೞ
ௗ௧

ሺݐሻ ൌ ௗఝ
ௗ௧

· ௗሺ௦ା௧ሻ
ௗ௧

௦ ௦ ௦௧
ൌ ௗఝ

ௗ௧
  ᇝ   .כ אין השפעה על הזזה בקבוע כי הנגזרת נשארת זהה"סה. t-אינה תלויה ב ሻݔሺ݃כמו כן ; 

ାଵݔי הגדרת "כל מערכת לא אוטונומית ניתנת לרישום בצורה אוטונומית ע ؔ ାଵݔואז ( ݐ
ᇱ ൌ הקו הפאזי של המערכת החדשה הוא קו אינטגרלי ). 1

  .יתשל המערכת המקור

F בכל נקודה במרחב : שדה וקטוריԹ  נתון וקטור עם הקורדינטות൫ܨଵሺݔሻ, … ,   .ሻ൯ݔሺܨ

ሻݔሺܨאם  Fסינגולרית לשדה /תהיה נקודה קריטית c: נקודה קריטית ൌ   .ߠ

ிܦ: Fתחום ההגדרה של : מרחב פאזה ك Թ , ܦכלומרி  ݔמרחב פאזה של
.

ൌ   .ሻݔሺܨ

Թ: מרחב פאזה מורחב ൈ   .t- כאשר מוסיפים מקום ל – Fהוא מרחב פאזה מורחב של  ிܦ

ݔפתרון של : קו אינטגרלי
.

ൌ   .tשל ' כי הפתרון הוא פונ -  Թାଵ- קו ב -  ሻݔሺܨ

ሺ߮ሻ݉ܫעקום פאזי של המערכת הוא /הקו, פתרון ߮עבור . התמונה של הקו האינטגרלי: קו פאזי ك Թ.  

  :משפט

ݏלכל  א Թ  ݄נסמן௦: Թ ՜ Թ הפונקציה: ݄௦ሺݐሻ ൌ ݐ  ݔ-פתרון ל ሻݐሺ߮ויהי , ݏ
.

ൌ ߮אזי , ሻݔሺܨ ל ݄௦ כלומר הפתרון אינו תלוי , גם פתרוןt . למעשה כל

  ).Թהמוגד לכל  tעבור (הקווים המקבילים הם פתרון 

  :משפט

  .דרך כל נקודה במרחב פאזה לא עובר יותר מקו פאזה אחד

  :הוכחה

,߮נניח ישנם שני פתרונות  ,ܽאז קיימים , ߰ ܾ א Թାଵ כך ש -߮ሺܽሻ ൌ ߰ሺܾሻ ݉ܫ- וሺ߮ሻ ് ߮לפי המשפט הקודם . ሺ߰ሻ݉ܫ ؔ ߮ ל ݄ି  הוא גם

ሺܾሻ߮אבל , פתרון ൌ ߰ሺܾሻ  -  ߮אותו תנאי התחלה שכןሺܾሻ ൌ ߮ሺܾ  ܽ െ ܾሻ ൌ ߮ሺܽሻ .לפי משפט היחידות :߮ ൌ   אבל אז ߰

ሺ߮ሻ݉ܫ ൌ
ఝೌሺ௧ሻୀఝሺ௧ାିሻ

ሺ߮ሻ݉ܫ ൌ ሺ߮ሻ݉ܫולכן , )התמונות שוות Թבגלל שהתחום הוא כל ( ሺ߰ሻ݉ܫ ൌ  ᇝ    .סתירה -  ሺ߰ሻ݉ܫ



1ר "מד     13     אריאל סטולרמן
 

 

  :משפט

  :אפשרויות 3לקו פאזה 

 .נקודת שבת של המערכת –נקודה בודדת  •

 .לכמו , ללא נקודות חיתוך עצמיות) שקול למעגל(קו סגור  •

 .)∞ולא כמו (למשל  ספירלהכמו , ללא נקודות חיתוך עצמי כלל •
  

  :טענה

ݔפתרון של  ሻݐሺ߮תהי 
.

ൌ ,ߙሾבקטע  ሻݔሺܨ ሺܾבעל התכונה שקיימים  ሿߚ  ܽሻ ܽ, ሺܽሻ߮-כך ש ܾ ൌ ߮ሺܾሻ  - אזי קיימת . כלומר יש חיתוך עצמיΦ כך ש:  

 .Թהוא כל  ሻݐΦሺתחום ההגדרה של  •

• Φ  ܶמחזורית עם מחזור ؔ ܾ െ ܽ. 

• Φሺݐሻ ൌ ߮ሺݐሻ  ܽלכל  ݐ   .߮הרחבה של  Φכלומר , ܾ

ܶאזי , fמחזורים של  S-ו Թ ,T- פונקציה ב ݂תהי : טענה    .fגם כן מחזור של  ܵ

ܲ: רציפה' פונ ሻݐሺ݂קבוצת כל המחזורים של  Pתהי  :טענה ൌ ሼܶ א Թ| ݐ. ݂ሺݐ  ܶሻ ൌ ݂ሺݐሻሽ , ותהיܶ א lim՜ஶ: אזי, סדרה מתכנסת ܲ ܶ א ܲ.  

ݐሺ݂: הוכחה  lim՜ஶ ܶሻ ൌ lim՜ஶ ݂ሺݐ  ܶሻ ൌ
்ೖא

lim՜ஶ ݂ሺݐሻ ൌ ݂ሺݐሻ ֜ lim՜ஶ ܶ א ܲ  ᇝ  

  :משפט

ܲתהי  ك Թ קבוצה סגורה ביחס ל-"  ܲ: אזי, וסגורה " ൌ Թ  ܲאו ൌ ሼ0ሽ  ݀או קיים א Թ כך ש -ܲ ൌ Ժௗ , ܲכלומר ൌ ሼ0, േ݀, േ2݀, … ሽ.  

  :אינטגרל ראשון

  :ሻݔሺܨנגזרת של פונקציה לפי וקטור 

ܨיהיו  ൌ ሺܨଵ, … , ,ሻܨ ݔ ൌ ሺݔଵ, … , ,ሻݔ :ܪ ܷ ՜ Թ, ܷ ك Թ  כאשרF שדה וקטורי ב-U.  

ሻݏሺߛהישר  ൌ ݔ  ܪF ,ሺעובר דרך וקטור  ܨݏ ל ሻݏሻሺߛ ൌ ݔሺܪ  ܪிܮ: ሻݔሺܨלפי  Hהנגזרת של , sפונקציה של  ሻܨݏ ؔ ௗሺுלఊሻ
ௗ௦

|௦ୀ. 

݀
ݏ݀

ݔሺܪ  ሻ|௦ୀܨݏ ൌ 
ܪ߲
ݔ߲

ሺݔ  ሻ|௦ୀܨݏ · ܨ



ୀଵ

ൌ 
ܪ߲
ݔ߲

ሺݔሻ · ܨ



ୀଵ

ൌ൏ ,ܪ௫ ሻߣሺܨ ֜ ܪிܮ ൌ൏ ,ܪ ܨ  

- מוכפלת ב(רק לא מנורמלת  Fכמו הנגזרת הכיוונית לפי  – Fזו הנגזרת לפי 
ଵ

ԡிԡ
.(  

  :אינטגרל ראשון

ܷיהי  ك Թ ܪ, תחום: ܷ ՜ Թ  ݔ) מערכת משוואות= הרב מימדית (של המשוואה  אינטגרל ראשוןהוא
.

ൌ ܪிܮאם  ሻݔሺܨ ൌ  ܪிܮכאשר , Uבכל  0

:ிܮ, ݔפונקציה של  F ,Hהיא נגזרת לפי שדה  ሺܷሻܥ ՜   .ିଵሺܷሻܥ

  :תכונות

ܪிሺܮ: אדיטיביות •  ሻܩ ൌ ሻܪிሺܮ   .ሻܩிሺܮ

ሻܩܪிሺܮ :כלל לייבניץ • ൌ ܪ · ܩிܮ  ܩ ·  .ܪிܮ

ிభାிమܮ :סכום שדות • ൌ ிభܮ  ଵܨכאשר , ிమܮ   .הוא שדה חדש ଶܨ

ሻݔሻሺܨሺ݂ :'כפל שדה בפונ • ൌ ݂ሺݔሻ
מספר

· ሻݔሺܨ
וקטור

ிܮ: מכאן). פונקציות( ሺܷሻܥאלגברה /שדות וקטורים מהווים מודול מעל חוג.  ൌ ݂, ிܮ݂ א  .ሺܷሻܥ

  :משפט

ܪிܮ • ൌ ܪמ "אמ 0 ל ߮ ൌ  .ሻݐሺ߮לכל פתרון  ݐݏ݊ܿ

ܪிܮ • ൌ לפי  cהמקור של ( ଵሺܿሻିܪהוא  c-המתאים ל ሻݔሺܪכאשר משטח גובה עבור , Hממשטחי גובה של ) בלבד(מ כל קו פאזה שייך לאחד "אמ 0

H ב -U.( 

  :הוכחה

נתון כי  :֚ •
ௗ
ௗ௧

ሺܪ ל ߮ሻ ൌ൏ ,ܪ ߮
.

ൌ൏ ,ܪ ܨ  ߮- ו 0
.

ൌ ܪמהנתון עולה כי הנגזרת של . ሻ൯ݐ൫߮ሺܨ ל ܪולכן  0היא  tלפי  ߮ ל  .קבועה ߮
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  .כיוון זה זהה: ֜

ܪ- ל ידוע ש"לפי הנ –פתרון  ߮, הוא קו פאזה ሺ߮ሻ݉ܫ • ל ߮ ൌ ܪל "ולפי הנ, קבועה Hמ לאורך קו פאזה "אמ ݐݏ݊ܿ ל ߮ ൌ מ "אמ ݐݏ݊ܿ

ܪிܮ ൌ 0.                          ᇝ 
  :חופש אחת משוואות קונסרבטיביות מדרגת

ݔ: משוואת ניוטון
..

ൌ ݂ሺݔሻ ,݂ሺݔሻ "משוואות' כתיבה כמע". שדה כוחות :൜ݔ
.

ൌ ݕ
ݕ
.

ൌ ݂ሺݔሻ . פונקציות 3נגדיר למערכת:  

ሻݕሺܶ: אנרגיה קינטית • ൌ ௬మ

ଶ
 

ሻݔሺݑ: Tקדומה של ' פונ, תלויה במיקום: אנרגיה פוטנציאלית • ൌ െ  ݂ሺߦሻ݀ߦ௫
௫బ

 

,ݔሺܪ: Hamiltonפונקציית  • ሻݕ ؔ ܶሺݕሻ   ሻݔሺݑ

  :משפט

H  היא אינטגרל ראשון של൜ݔ
.

ൌ ݕ
ݕ
.

ൌ ݂ሺݔሻ.  

  :הוכחה

,ݔ ,ݔሺܨ ݕ ሻݕ ൌ ൫ݕ, ݂ሺݔሻ൯;   ܮிܪ ൌ൏ ,ܪ ܨ ൌ
ܪ߲
ݔ߲

· ݕ 
ܪ߲
ݕ߲

· ݂ሺݔሻ ൌ ሻݔᇱሺݑ · ݕ
ୀቀି  ሺకሻௗకೣ

ೣబ
ቁ

ᇲ
ୀିሺ௫ሻ

 ܶᇱሺݕሻ
ୀ൬௬మ

ଶ ൰
ᇲ
ୀ௬

ൌ െ݂ሺݔሻ · ݕ  ݕ · ݂ሺݔሻ ൌ 0 ᇝ 

  :משפט

ܧנסמן  ൌ ௬మ

ଶ
െ  ݂ሺߦሻ݀ߦ௫

௫బ
 ,E  קו גובה(קו פאזה : אזי, )אנרגיה(קבוע (E כלומר נקודה שאינה קריטית , הוא עקום חלק בסביבה של כל נקודה רגילה

,ݔሺנקודה קריטית ( ,ݔሺܨמקיימת  ሻݕ ሻݕ ൌ ݔ൜כלומר במקרה זה עבור , 0
.

ൌ ݕ
ݕ
.

ൌ ݂ሺݔሻ :ݕ ൌ 0, ݂ሺݔሻ ൌ 0.(  

  :הוכחה

,ݔሺܪ ሻݕ ൌ ,ݔሺבסביבה של  0 אם : הסתומה' לפי משפט הפונ. ሻݕ
డு
డ௬

ሺݔ, ሻݕ ് ,ݔ൫ܪ- גזירה כך ש ሻݔሺߛ' אז קיימת פונ 0 ሻ൯ݔሺߛ ൌ בסביבה  0

. ݔכלשהי של 
డு
డ௬

ൌ ݕולכן אם  ݕ ് ݕאם . הוכחנו 0 ൌ ሻݔሺ݂אז בהכרח  0 ്   :ובמקרה זה, כי הנקודה אינה קריטית 0

డு
డ௫

ൌ డ
డ௫

ቀ௬మ

ଶ
െ  ݂ሺߦሻ݀ߦ௫

௫బ
ቁ ൌ െ݂ሺݔሻ ് ,ሻݕሺ߰ሺܪ-כך ש ሻݕሺ߰גזירה ' נקודה זו קיימת פונומכאן גם ב -  0 ሻݕ ൌ    ᇝݕבסביבה מסויימת של  0

,ݔሺ: נקודה קריטית ,ݔሺܨתהיה נקודה קריטית אם  ሻݕ ሻݕ ൌ ,ݔሺמ "וזה אמ  0 ܪכלומר ( H-קריטית ל' נק ௫ሻݕ ൌ ܪ݀או  0 ൌ הוא  Hכאשר ) 0

  .אינטגרל ראשון –המילטון ' פונ

,ݔሺܪאם  Hערך קריטי של  E: ערך קריטי ሻݕ ൌ ,ݔሺܪבנקודה הקריטית בה ' ערך הפונ( ܧ ሻݕ ൌ 0.(  

  :קווי פאזה סביב נקודה קריטית

ሻݔᇱሺݑ൜: נקודה קריטית ൌ 0
ݕ ൌ 0  

  :Morseלמת 

ᇱሺ0ሻݑ) 1( :בעלת התכונות' פונ uתהי  ൌ ᇱᇱሺ0ሻݑ) 2(, 0 ്   :אזי, )לא אוכף, כלומר מינימום או מקסימום, נקודה קריטית לא מנוונת( 0

߱' קיימת קור ൌ ߰ሺݔሻ כך ש-ሺݑ ל ߰ିଵሻሺ߱ሻ ൌ ᇱᇱሺ0ሻ൯ݑ൫݊݃ݏ · ߱ଶ ) ݔנשים לב כי ൌ ߰ିଵሺ߱ሻ(.  

  .כלומר היא דיפיאומורפיזם –ההופכית שלה גם גזירה ' הפיכה והפונ, גזירה' היא פונ ߰

  :Hadamardלמת 

ݑנניח  א ሺ0ሻݑומקיימת  0סביב  ܥ ൌ ሻݔሺ݃קיימת : אזי, 0 א ሻݔሺݑ-כך ש 0סביב  ିଵܥ ൌ ݔ · ݃ሺݔሻ.  

ሻݔሺݑ: הוכחה ൌ  ௗ௨ሺ௧௫ሻ
ௗ௧

ଵݐ݀
 ൌ ݔ ·  ଵݐሻ݀ݔݐᇱሺݑ


ؔሺ௫ሻ

ൌ ݔ · ݃ሺݔሻ  ᇝ  
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  :משפט

ሻݔሺݑכלומר , הפוטנציאל חסומה מלמטה' פונ ሻݔሺݑנניח כי   ݔאז ניתן להמשיך כל פתרון של , ݔלכל  ݄
..

ൌ െ ௗ௨
ௗ௫

ሻݔᇱሺݑכי ( tלכל ציר   ൌ െ݂ሺݔሻ.(  

  :מערכות לינאריות

ሻݔሺܨ ൌ ܣ, ݔܣ א ݔ, ሺԹሻݐܽܯ א Թ ,ݔ
.

ൌ ሻݔሺܨ ൌ   .ݔܣ

ߦ) המשוואות' מע(המשוואה : לינאריזציה
.

ൌ ࣤ௫బሺܨሻ · ݔנראת לינאריזציה של  ߦ
.

ൌ ሻܨ௫బሺࣤכאשר  ݔסביב נקודה  ሻݔሺܨ ൌ ൬డி
డ௫ೕ

൰
,ୀଵ


|௫ୀ௫బ  היא

  .Fיעקובי של ' מט

ԡܣԡ: נורמה של אופרטור ؔ sup௫ஷ
ԡ௫ԡ
ԡ௫ԡ

ൌ supԡ௫ԡୀଵԡݔܣԡ ൌ maxԡ௫ԡୀଵ ԡݔܣԡ  

ܣ: משפט ൌ ൫ܽ൯, ԡܣԡ  ∑ ܽ
ଶ

,  

  :משפט

:ܣקבוצת כל האופרטורים  Lהי ת Թ ՜ Թ ,אזי , שהוא מרחב וקטוריሺܮ, ԡ·ԡሻ  כאשר , מטרי שלםהוא מרחבԡ·ԡ ൌ ,ܣሺߩ ሻܤ ൌ ԡܣ െ הוא  L-ו ԡܤ

  .L-מתכנסת לאיבר ב L-כל סדרת קושי ב, לכן ).וכל מרחב נורמה הוא מרחב מטרי( מרחב נורמה

  :Weierstrassמשפט 

݂תהי  : Թ ՜ Թ בעלת התכונה ' סדרת פונԡ ݂ሺݐሻԡ  ܽ  לכלt  ܽכאשר א Թஹ ,אם : אזי∑ ܽ
ஶ
ୀଵ מתכנס ,∑ ݂ሺݐሻஶ

ୀଵ ש"מתכנס בהחלט ובמ.  

  :משפט

݂נניח  א ∑, ଵܥ ݂
ஶ
ୀଵ מתכנס ו -∑ ݂Ԣஶ

ୀଵ אזי, ש"מתכנס במ :
ௗ
ௗ௧

∑ ݂
ஶ
ୀଵ ൌ ∑ ݂Ԣஶ

ୀଵ.  

  :מסקנות

௧݁הטור  • ൌ ∑ ೖ௧ೖ

!
 .ש"בהחלט ובמ Թ-מתכנס בכל קטע ב  

• ௗ
ௗ௧

݁௧ ൌ ܣ · ݁௧. 

• ߮ሺݐሻ ൌ ݁௧ · ݔ൜הוא פתרון לבעיית ההתחלה  ݔ
.

ൌ ݔܣ
ሺ0ሻݔ ൌ ݔ

. 

  :טענה

ܣלכסינה ומתקיים  Aאם  • ൌ ௧݁: אז ଵିܲܦܲ ൌ ݁షభ௧ ൌ ܲ݁௧ܲିଵ. 

ܣאם  • ൌ ൭
ଵߣ … 0
ڭ ڰ ڭ
0 … ߣ

൱  ݁אז௧ ൌ ൭
݁ఒభ௧ … 0

ڭ ڰ ڭ
0 … ݁ఒ௧

൱.  

  :C. Jordanמשפט 

:ܣלכל אופרטור  • Թ ՜ Թ  קיים בסיס כך שהמטריצה שלA מקבלת צורה :൮

ଵߣ ܿଵ … 0
0 ଶߣ ܿଶ ڭ
ڭ ڭ ڰ ܿିଵ
0 0 … ߣ

൲ - ߣכאשר , ורדן נורמלית'צורת ג ע "הם ע

A ,ܿשל  א ሼ0,1ሽ. 

ܣאופרטור כסכום /ניתן להציג כל מטריצה • ൌ ௦ܣ  , )מתאפסת החל מחזקה מסויימת(מטריצה נילפוטנטית  ܣ- מטריצה לכסינה ו ௦ܣכאשר  ܣ

௦ܣܣ- ו ൌ ௧݁: וכך, )מתחלפות( ܣ௦ܣ ൌ ݁ೞ௧ · ݁௧. 

  :משפט

,ܣאם  ܤܣ(מתחלפות  ܤ ൌ ା݁אז ) ܣܤ ൌ ݁ · ݁.  

࢞൜-פתרון ל
.

ൌ ࢞
ሺሻݔ ൌ ࢞

:  
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  :ע שונים"כאשר ע

ܣA :det ሺמוצאים משוואה אופיינית של  • െ  .ሻܧߣ

,ଵߣמוצאים את שורשי הפולינום  • … ,  .ߣ

,ଵߦע מתאימים "מוצאים ו • … ,  .ߦ

ݔ: ሻߦሺדרך בסיס  ݔמציגים את  • ൌ ∑ ܿߦ

ୀଵ )ݐ ൌ ולכן  0

݁ఒ௧ ൌ 1.( 

ሻݐሺݔ: הפתרון • ൌ ∑ ܿ݁ఒ௧ߦ

ୀଵ. 

  .פירוט דרכי פתרון למקרים שונים בתרגול :ע מרוכבים"ע

ܫהיא בבסיס הסטנדרטי  Iשל ' המט, ݅- אופרטור כפל ב Iעבור : שים לבל ൌ ቀ 0 1
െ1 0ቁ ݖܫ: ומקיימת ൌ ݅ · ,ݖ ݖ א ԧ.  

  :ר"מכפלה קרטזית של מערכות מד

ܣ :ורדן מעל המרוכבים'לכל מטריצה יש צורה קנונית של ג ൌ ቌ
ࣤభሺߣଵሻ … 0

ڭ ڰ ڭ
0 … ࣤሺߣሻ

ቍ )ࣤכאשר ) בלוקיםሺߣሻ ൌ ൮

ߣ 1 … 0
ڭ ڰ ڰ ڭ
ߣ   1
0 … 0 ߣ

൲ א  ݐܽܯ

ଵ݉- ו  ڮ  ݉ ൌ ݊.  

ݔ
.

ൌ ݕהיא מכפלה של מערכות  ݔܣ
.
 ൌ ࣤೖ

ሺߣሻݕ :ቐ
ݕ
.
ଵ ൌ ࣤభሺߣଵሻݕଵ

…
ݕ
.
 ൌ ࣤ

ሺߣሻݕ

ሻݐሺݔ: והפתרון הוא  ൌ ൭
ሻݐଵሺݕ

ڭ
ሻݐሺݕ

൱.  

  :ע עם ריבוי"ע

ݔ
.

ൌ ,ݔܣ ܣ ൌ ܧߣ  ܰ, ܰ ൌ ൮

0 1 … 0
ڭ 0 ڰ ڭ
ڰ   1
0 … 0 0

൲ , ܰ ൌ 0, ܰିଵ ് 0 :݁௧ ൌ ݁ఒ௧ · ݁ே௧.  

࢞משוואות 
.

ൌ   :࢞ሻ࢚ሺ

ሻݐሺܣ א ,ߙሾܥሺݐܽܯ   .ניתן להרחיב את הפתרון עד לקצוות: ሿሻߚ

ݔפתרון של  ሻݐሺݔנניח 
.

ൌ ,ݐሾהמוגדר לקטע , ݔሻݐሺܣ ߙሿ ሺݐ  ݐ  ݐ  ሻԡݐሺݔԡ :אזי, ሻߚ  ݁ሺ௧ି௧బሻ · ԡݔሺݐሻԡ  ܿכאשר ൌ max௧אሾఈ,ఉሿԡܣሺݐሻԡ.  

  :טענה

,ଵݔאם  ሺሻݔשני פתרונות למשוואה  ଶݔ  ܽିଵݔሺିଵሻ  ڮ  ܽଵݔ
.

 ܽݔ ൌ ݃ሺݐሻ  ݕאז ؔ ଵݔ െ   .הוא פתרון למשוואה ההומוגנית המתאימה לה ଶݔ

ݔ൜להמשיך את כל הפתרון של בעיית ההתחלה  ניתן :משפט
.

ൌ ݔሻݐሺܣ
ሻݐሺݔ ൌ ݔ

 ሺߙ  ݐ  ݐעד  ሻߚ ൌ   .ߚ

ݔניתן להרחיב כל פתרון של : מסקנה
.

ൌ   .Թלכל  ݔܣ

  :מרחב וקטורי של פתרונות

ݔמרחב וקטורי של פתרונות  Xיהי 
.

ൌ   .ݔሻݐሺܣ

  :1ר "עיקרי של מד משפט

X  ݔאיזומורפי למרחב הפאזה של
.

ൌ Թ( ݔሻݐሺܣ ൎ( ,כלומר :ܺ ؆ Թ.  

  :מסקנות

• dim ܺ ൌ ݊ 

௧భܤ௧మܤהאופרטור  •
ିଵ: Թ ՜ Թ  מ(הוא איזומורפיזם-Թ ל-X ומ-X ל -Թ.( 

  ).אורתוגונליים אחד לשני(מהווה בסיס  nוקטורים במרחב וקטורי ממימד  nכל מערכת עם : הערה

  :וורונסקיאן

߮יהיו  ൌ ൭
߮ଵ

ڭ
߮

൱ ,߮ א ሾߙ, ሿߚ ՜ Թ ,ܹוורונסקיאן ' אזי הפונ: ሾߙ, ሿߚ ՜ Թ מוגדרת :ܹሺݐሻ ؔ ተ

߮ଵଵሺݐሻ ߮ଵଶሺݐሻ … ߮ଵሺݐሻ
߮ଶଵሺݐሻ ߮ଶଶሺݐሻ … ߮ଵଶሺݐሻ

ڭ ڰ  ڭ
߮ଵሺݐሻ ߮ଶሺݐሻ … ߮ሺݐሻ

ተ.  

 )1߮נניח   ݅  ݔ- פתרונות ל) ݊
.

ൌ ,ଵ߮המערכת היא הוורונסקיאן של  W. ݔሻݐሺܣ … , ߮.  

ݐאם לכל : משפט א ሾߙ, ሻݐሺܹמתקיים  ሿߚ ് ,ଵ߮אזי  0 … , ߮ ל"פתרונות בת.  
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  :Թ-ו Xאיזומורפיזם בין 

ሻݐሺ߮: מפורש ൌ ൭
߮ଵሺݐሻ

ڭ
߮ሺݐሻ

൱ א ௧బሺ߮ሻݒ݁: מוגדרת ௧బݒ݁המסומנת ' האיזו' ואז פונ ݐקובעים ; ܺ ൌ ൭
߮ଵሺݐሻ

ڭ
߮ሺݐሻ

൱ .ݒ݁, לפי משפט הקיום והיחידות௧బ  היא

  ).חותך את מרחב הפתרונות פעם אחת בדיוק בכל נקודה ݐהאנך (בכל נקודה עובר קו אחד ויחיד , איזומורפיזם

ݔכל פתרון של : מסקנה
.

ൌ   .נקרא מערכת פתרונות יסודית X-כל בסיס ב". יסודיים"פתרונות  nהוא צריף לינארי של  ݔሻݐሺܣ

ሻሺ࢞משוואות   ሻିሺ࢞ࢇ  ڮ  ሻ࢚ሺࢇעבור  ࢞ࢇ א ,ࢻሾ   :ሿࢼ

ଵݕ: כאשר, המרחב הוקטורי של הפתרונות Yיהי  ൌ ,ݔ ଶݕ ൌ ݔ
.

ൌ ଵݕ
.

, ଷݕ ൌ ݔ
..

ൌ ଶݕ
.

, … , ିଵݕ
.

ൌ ሺିଶሻݔ ൌ ,ିଶݕ ݕ
.

ൌ െܽଵݕିଵ െ ڮ െ ܽݕଵ.  

: המטריצה המתאימה למערכת

ۉ

ۈ
ۇ

0 1 0 … 0
0 0 1 … 0
ڭ ڭ ڭ ڰ ڭ
0 0 0 … 1

െܽ െܽିଵ െܽିଶ … െܽଵی

ۋ
ۊ

.  

ܻ: משפט ؆ Թ  

  :הוכחה

߮ א ܻ հ ൮

߮ሺݐሻ
߮
.
ሺݐሻ
ڭ

߮ሺିଵሻ

൲ א Թ : יהיଵܺ, … , ܺ א ݔ- כלומר פתרונות ל(מערכת יסודית  ܻ
.

ൌ ሻݐሺܹ: ידוע). ݔሻݐሺܣ ൌ ተተ

ଵݔ
ଵ ଶݔ

ଵ … ݔ
ଵ

ଵݔ
ଶ ଶݔ

ଶ … ݔ
ଶ

ڭ ڭ ڰ ڭ
ଵݔ

 ଶݔ
 … ݔ



ተተ ് מ "אמ 0

ܺሺݐሻ ൌ

ۉ

ۇ
ݔ

ଵሺݐሻ
ݔ

ଶሺݐሻ
ڭ

ݔ
ሺݐሻی

ݐא קיים "ז, ל"בת ۊ א ሾߙ, ሻݐሺܹ- כך ש ሿߚ ് 0.       ᇝ  

  :משפט

,ଵ߮הפתרונות  … , ߮  ݔשלሺሻ  ܽଵݔሺିଵሻ  ڮ  ܽݐמ קיים "ל אמ"בת ݔ א ሾߙ, ሻݐሺܹ- כך ש ሿߚ ്  :כאשר, 0

ܹሺݐሻ ൌ ተተ

߮ଵሺݐሻ ߮ଶሺݐሻ … ߮ሺݐሻ
߮ଵ

.
ሺݐሻ ߮ଶ

.
ሺݐሻ … ߮

.
ሺݐሻ

ڭ ڭ ڰ ڭ
ଵ߮
ሺିଵሻሺݐሻ ߮ଶ

ሺିଵሻሺݐሻ … ߮
ሺିଵሻሺݐሻ

ተተ.  

,ଵ߮אם : מסקנה … , ߮ ܹל אבל "בתሺݐሻ ؠ ,ଵ߮-ר ש"אזי לא קיימת מד, 0 … , ߮ פתרונותיה.  

  :מערכות לינאריות לא הומוגניות

ݔ •
.

ൌ ݔሻݐሺܣ  ݄ሺݐሻ  ሺܰሻ 

ݔ •
.

ൌ  ሻܪሺ   ݔሻݐሺܣ

ሻݐሺݔ :ሻܪሺ- פתרון כללי ל ൌ ܿଵ ଵܺሺݐሻ  ڮ  ܿܺሺݐሻ , כאשרଵܺ, … , ܺ מערכת יסודית .ܺሺݐሻ ൌ

ۉ

ۇ
ܺ

ଵሺݐሻ
ܺ

ଶሺݐሻ
ڭ

ܺ
ሺݐሻی

ۊ א   .ൈଵݐܽܯ

  :ሺܰሻ- פתרון כללי ל

• ܺሺݐሻ ൌ ∑ ሻݐሻܺሺݐሺܥ
ୀଵ 

• ܺ
.
ሺݐሻ ൌ ∑ ܥ

.
ሺݐሻܺሺݐሻ

ୀଵ  ∑ ሻܺݐሺܥ
.

ሺݐሻ
ୀଵ 

ܺ
.

ൌ ሻܺݐሺܣ ൌ ∑ ܥ
.

ሺݐሻܺሺݐሻ
ୀଵ  ሻݐሺ݄מ "אמ ሺܰሻ-יהיה פתרון ל Xומכאן  ܺܣ ൌ ∑ ܥ

.
ሺݐሻܺሺݐሻ

ୀଵ.  

  :משוואות לינאריות

ݔ
.

ൌ ሺܽሻܨנקודה המקיימת  ሻ ,aݔሺܨ ൌ 0.  

ݔהמשוואה : לינאריזציה
.

ൌ ݔהיא לינאריזציה של  ݔܣ
.

ൌ ܣ: אם aסביב נקודה קריטית  ሻݔሺܨ ൌ ࣤܽܿሺܨሻ ) מטריצת יעקובי שלF ב -a.(  
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ݔ: משוואות שקולות
.

ൌ ,ݔܣ ݕ
.

ൌ ,ܣ, ݕܤ ܤ א ݕ: כך ש Pהפיכה ' יקראו שקולות אם קיימת מט ݐܽܯ ൌ ,ݔܲ ܤ ൌ   .ଵିܲܣܲ

  .האופייניים שווים' הפולי, שקולותאם המשוואות : מסקנה

(מערכות במישור  ൌ (:  

  :משפט

ܣתהי  ൌ ቀܽ ܾ
ܿ ݀ቁ ് ݔאזי המערכת , ଶܫߤ

.
ൌ ݕ-שקולה ל ݔܣ

.
ൌ ቀ 0 1

െ det ܣ ቁܣݎݐ   .ݕ

ܣאם  :מסקנה ് ݔאז  ଶܫߤ
.

ൌ ,ݔܣ ݕ
.

ൌ ሻܣሺ  :מ הפולינומים האופייניים מקיימים"שקולות אמ ݕܤ ൌ ܿ ·   .ሻܤሺ

  :יציבות

ݔקריטית למשוואה אוטונומית ' נק aתהי : יציבות
.

ൌ   :אזי. ሻݔሺܨ

ߝאם לכל : )ליאופונוב(יציבה  ܽ •  ߜקיים  0  ሺ0ሻݔԡ: כך ש 0 െ ܽԡ ൏ ߜ ֜ ݐ  0. ԡݔሺݐሻ െ ܽԡ ൏  .ߝ

ߜאם קיים : אטרקטיבית ܽ •  ሺ0ሻݔԡ: כך ש 0 െ ܽԡ ൏ ߜ ֜ lim௧՜ஶԡݔሺݐሻ െ ܽԡ ൌ 0. 

 .ל מתקיימים"אם שני הסעיפים הנ: נקודה יציבה ממש ܽ •
  :משפט

ݔלמשוואה אטרקטיבית  0הנקודה  •
.

ൌ ሻߣሺܴ݁מ "אמ ݔܣ ൏  .Aע של "לכל ע 0

 .אז היא נקודה יציבה ממש, נקודה אטרקטיבית 0אם  •

  :2עבור סדר  מסקנה

ݔעבור 
.

ൌ ,ݔܣ ܣ ൌ ቀܽ ܾ
ܿ ݀ቁ , ሻߣሺ ൌ ଶߣ െ ሺܽ  ݀ሻߣ  ቚܽ ܾ

ܿ ݀ቚ
ୀௗି

ൌ ଶߣ  ߣ  Δ:  ݍ ൌ ሺܽ െ ݀ሻଶ  4ܾܿ:  

,Δניתן להסתכל על הנתונים  ,   :ומהם להסיק על יציבות באופן הבא, ריבויים וסימנים, ע השונים"הע' וכל השאר כדי להסיק מהם על מס ݍ

ݐ-כש 0-כלומר שאיפה ל, )לחלוטין(יציבות ממש  –) 2שונים שליליים או אחד שלילי מריבוי (ע שליליים "אם כל הע • ՜ ∞. 

ݐ- אין יציבות בגלל שאיפה לאינסוף כש, אם יש ערך עצמי אחד לפחות חיובי ממש • ՜ ∞. 

ݐ-וכש, 1כיוון שהאקספוננט נהיה , יש יציבות רגילה – 2מריבוי  0ע "או ע 0ע "ע שלילי וע"אם יש ע • ՜  .מקבלים קבוע ∞

ܿ: ותתמיד להסתכל על צורת הפתרונ · ݁ఒ௧  - ݐ-ומהם להסיק מה קורה כש ՜ ∞.  

  


